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ВСТУП 
 

Життя сучасного суспільства тісно пов’язане з обміном інформації. 
На сьогодні передавання інформації (зв’язок) є одним із найбільш дійових 
важелів управління економікою як усього світу, так і окремих країн. 

Темпи зростання економічної, соціальної і політичної діяльності су-
спільства пропорційні темпам зростання сумарного трафіка в каналах об-
міну інформацією. Якщо з 1997 по 2003 рр. сумарний трафік зріс з 0,8 до 
1,0 Тбіт/с, то за останні 5 років він досягнув 9,0 Тбіт/с. 

Такими можливостями в темпах зростання обсягів надання телеко-
мунікаційних послуг в обміні інформацією галузь зв’язку зобов’язана 
трьом фундаментальним відкриттям другої половини ХХ століття: 

– закону Мура, який в 70-ті роки передбачив подвоєння продуктив-
ності інтегральних схем кожні 18 місяців зменшенням їхньої вартості  
більш ніж у два рази за цей самий час; 

– теоретичне обґрунтування можливості цифровізації будь-яких ви-
дів аналогових сигналів (теорема В.А. Котельникова); 

– впровадження на телекомунікаційних мережах волоконно-
оптичних технологій, які забезпечують більшу пропускну здатність. Знач-
на частина в загальному обміні інформацією належить трафіку даних, під 
яким насамперед розуміють трафік, що визначається обсягом обміну інфо-
рмацією в цифровому вигляді. 

Історія передавання даних починається з появи першого телеграфно-
го апарата П.Л. Шилінга (1786 – 1837), в якому інформація передавалась 
по 8-ми проводах паралельним методом від клавіш до приймача, в якості 
якого використовувались 6 магнітних стрілок. Кожна зі стрілок у залежно-
сті від напряму струму відхилялась вліво чи вправо. В 1832 р. П.Л. Шилінг 
продемонстрував свій телеграф російському царю Миколі ІІ, який був при-
ємно здивований побаченим. Наслідком цієї демонстрації було будівницт-
во першої телеграфної мережі з чотирьох апаратів Шилінга: в Зимовому 
палаці, кабінеті керівника жандармерії, міністра транспорту і однієї із 
фрейлін. 

Міжміський телеграфний зв’язок починається в 1844 р. з організації 
зв’язку між Вашингтоном і Балтімором на базі апарата Морзе. Винахід лі-
теродрукувальних пристроїв став суттєвим досягненням у популяризації 
телеграфного зв’язку. Кожний наступний із запропонованих літеродруку-
вальних апаратів був досконалішим від попереднього: 1850 р. – апарат 
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Якобі,  1854 р. – апарат Юза, 1858 р. – апарат Уітстона, 1874 р. – багато-
кратний Бодо. Останній використовувався на телеграфних мережах до 50-х 
років ХХ століття. 

Впровадження телеграфного зв’язку після Другої світової війни про-
ходило семимильними кроками: від прокладання телеграфічних ліній (Бер-
лін – Франкфурт-на-Майні, 1853 р.; Лондон – Париж, 1852 р.). В кінці ХХ 
століття  між Америкою та Європою знаходилось в експлуатації 20 підво-
дних кабелів. У різних країнах (у тому числі і в СРСР) були побудовані 
спеціальні автоматизовані мережі телеграфного зв’язку з новітніми 
центрами комутації, діагностики та управління. Багато напрацьованих ал-
горитмів, методів кодування, сортування були адаптовані до  сучасних ме-
тодів передавання даних. 

Історія розвитку Інтернету починається зі створення в 1958 р. (у від-
повідь на успішний запуск в СРСР першого супутника Землі) в США Аге-
нтства перспективних досліджень (ARPA). В цьому агентстві, яке також 
займалось питаннями обміну інформацією між комп’ютерами, була обґру-
нтована можливість побудови мережі комп’ютерного зв’язку, яка може 
працювати навіть при пошкодженні частини вузлів і ліній. В 1969 р. був 
створений інтерфейсний процесор для передачі інформаційних пакетів між 
комп’ютерами. В цьому ж році була створена перша мережа (ARPANET) із 
4-х комп’ютерів, які були розміщені в університетах  4-х міст. 

У період створення першої мережі Інтернет були напрацьовані перші 
технічні документи (положення, стандарти, рекомендації), регламентуючі 
послідовність дій при організації обміну інформацією. Щорічно перелік 
таких документів (Request for Comment – RFC) збільшується на десятки і 
на сьогодні становить понад 3500. Важливо зауважити, що ці RFC не є 
стандартами, а є рекомендаціями. 

У 1971 р. на мережі ARPANET більшість комп’ютерів було багато-
функційними, а введення єдиної програми передачі файлів дозволило 
створити праобраз сучасної електронної пошти. 

У 1972 р. вперше був організований сеанс мережного чата, тобто 
комп’ютерного обміну інформацією в реальному часі (пацієнт у м. Стен-
форт отримав медичну консультацію з офісу BBN). Слід зауважити, що та-
ким режимом (чата) користувались телеграфісти при настроюванні теле-
графних каналів. 

Починаючи з 1983 р. кількість абонентів мережі ARPANET щорічно 
збільшується більше ніж у два рази. У 1986 р. в Інтернеті США настає но-
вий період: науковий фонд країни вводить у дію нову мережу NSF, яка бу-
дується  з  конвергенцією до мережі ARPANET. NSF робить наголос на 
збільшення швидкості передавання, яка за два роки збільшилась з 56 кбіт/с 
до 1544 Мбіт/с. Це призвело до повного поглинання ARPANET. 

У спільній мережі в 1989 р. функціонувало понад 100 тис. вузлів. У 
кінці 80-х років до NSFNET активно підключаються мережі інших країн. У 
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1987 р. був створений перший провайдер, який забезпечував доступ до Ін-
тернету через модем. Зростання масштабів глобальної мережі Інтернет є 
прикладом прийняття технології масовим споживачем по відношенню до 
інших технологій: число користувачів радіо за 38 років досягло 50 млн.; 
глядачів телебачення – 50 млн. за 13 років; персональні комп’ютери стали 
доступними 50 млн. користувачів через 16 років. 

Розглянемо темпи розвитку мобільного зв’язку, сучасна концепція 
якого була сформульована в 1971 р., а комерційна експлуатація розпочала-
ся з 1981 року. На сьогодні стільниковим зв’язком користується понад 
800 млн. абонентів. 

Перші мережі пересувного зв’язку з’явилися в США у 1921 р. і вико-
ристовувалися поліцією для організації зв’язку між центральним передава-
чем і приймачами, які знаходились на автомобілях. 

Особливість перших мобільних систем, які існували до 1946 р., поля-
гала в тому, що вони призначались для спеціального відомчого викорис-
тання. 

Перший переносний мобільний телефон загального користування 
з’явився в 1946 р. (м. Сент-Луїс). З 1946 по 1971 рр. мобільний зв’язок роз-
вивався бурхливими темпами до появи ідеї реалізації стільникового 
зв’язку, що дозволило повторне використання частот у системі коміркової 
структури. У 1978 р. у Чікаго почалась експериментальна експлуатація си-
стеми стільникового мобільного зв’язку на 2000 абонентів. Через те, що 
аналогічні аналогові системи в цей період розроблялись в багатьох країнах, 
то стандарти їх роботи не були узгоджені. Тільки в кінці 80-х років було 
започатковано новий етап стільникового зв’язку, в якому використовують-
ся цифрові методи обробки сигналів. У 1982 р. Європейська конференція 
Адміністрацій Пошт і Електрозв’язку 26 країн створила спеціальну групу 
(Group Special Mobile) для розробки нового стандарту мережі стільниково-
го зв’язку, в якій використовується часове ущільнення каналів, шифруван-
ня повідомлень, захист даних, використання блокового і згорткового коду-
вання, новий вид модуляції GMSK. 

Подальший розвиток мобільного зв’язку реалізується в рамках впро-
вадження систем третього покоління: уніфіковані системи радіодоступу, 
об’єднуючі існуючі стільникові і "безпроводові" системи з інформаційни-
ми службами ХХІ століття. 

Із наведених двох прикладів розвитку найбільш інтенсивно прогре-
суючих видів зв’язку зрозуміло, що невід’ємною частиною цифрових ме-
тодів передавання інформації є її кодування. 

Терміном передавання даних часто називають передавання будь-
якого виду інформації, крім голосової. 

Постійно зростаюча пропускна здатність оптоволоконних ліній 
зв’язку забезпечує більш вільне її використання. Зростання ринку оптово-
локонних систем за останні 10 років призвело до зменшення вартості пере-
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давання майже на порядок, а пропускна здатність збільшилась на ту саму 
величину. 

Незважаючи на зростання пропускної здатності і зменшення цін на 
послуги передавання інформації, на послуги передавання даних в будь-
якій організації залишаються одним із найдорожчих компонентів бюджету, 
передбаченого на зв’язок. 

У зв’язку з цим доцільним є збільшення кількості інформації, яка пе-
редається  за рахунок даного ресурсу. Існує два методи досягнення цієї ме-
ти – мультиплексування та компресія. Ці два методи можливо використо-
вувати окремо або спільно. 

Навчальна програма підготовки бакалаврів за напрямом 6.050903 – 
"Телекомунікації" передбачає вивчення навчальної дисципліни "Системи 
передавання даних", яка включає два модулі: 

1) Завадостійке кодування. 
2) Алгоритми і протоколи адаптивних систем передавання. 
Проблеми надійного й ефективного передавання інформації 

пов’язані з використанням ефективних кодів. Розвинена в роботах 
В.А. Котельникова і К.Є. Шеннона теорія передавання повідомлень оціни-
ла граничні можливості і тим самим ініціювала виклик дослідникам, які 
прагнуть наблизитися до цих границь.  

Подальшим розвитком сформульованих ідей ми зобов’язані вченим 
Т. Касамі, Кларку Дж., Галлагеру Р., Берлікемпу Е., Вітербі А., Нейфаку 
А., Фано Г., Зігангирову К., Блоху Є., Зяблову В., Золотарьову В., Овечкі-
ну Г. 

Перший том підручника "Системи передавання даних" присвячений 
основам синтезу надлишкових блокових і неперервних кодів. Робота вклю-
чає питання синтезу оптимальних сигнальних конструкцій з метою підви-
щення ефективності систем передавання дискретної інформації. При опи-
санні теорії надлишкових кодів використовувався апарат теорії матриць та 
n-мірної геометрії. 

Перша частина першого тому присвячена інформаційним характери-
стикам джерел повідомлень, завад і каналів зв’язку. Для бакалаврів, які на-
вчаються за напрямами 6.050801 – "Радіотехніка", 6.050903 –
"Телекомунікації", 6.050904 – "Мережі та системи поштового зв’язку", ви-
кладений матеріал є узагальненим змістом окремої навчальної дисципліни 
"Теорія електричного зв’язку", що вивчається до початку циклу професій-
ної підготовки. Цінним цей матеріал є для студентів, які навчаються за ба-
калаврськими програмами напрямів 6.030504 – "Економіка підприємства", 
6.030601 – "Менеджмент" при вивченні вибіркової навчальної дисципліни 
"Технологічні процеси галузі зв’язку", задача якої адаптувати зазначених 
фахівців до проблем конкретної галузі економічної діяльності суспільства. 

У першій главі другої частини цього тому розглядаються проблеми 
синтезу блокових кодів: структури сигнальних конструкцій лінійних кодів, 
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технічні засоби кодування та декодування циклічних кодів, особливості 
кодів Ріда-Соломона та вимоги до синтезу кодів для роботи в реальному 
масштабі часу та реальних каналах зв’язку. 

У другій главі другої частини розглянуті питання синтезу неперер-
вних кодів на прикладі згорткових: сформульовані принципи синтезу по-
роджуючих багаточленів згорткових кодів, алгоритми синтезу кодерів та 
декодерів їх, структура турбокодів і методи визначення їхніх імовірнісних 
характеристик. 

У третій частині підручника розглянуті питання формування ефекти-
вних сигнальних конструкцій, забезпечуючих компенсацію надлишковості 
за рахунок зміни інформаційного параметра. 

Розглянуті питання збільшення пропускної здатності каналу за раху-
нок зміни обмежень на параметри сигналу, методи синтезу сигнальних 
конструкцій, виправляючих та виявляючих помилки окремих видів, алго-
ритми обміну приросту пропускної здатності на додаткові елементи кодо-
вих  комбінацій.  В роботі проведена оцінка ефективності використання 
синтезованих конструкцій в однонаправлених та адаптивних системах 
зв’язку. 

Цей матеріал передбачений для використання при підготовці магіс-
терських робіт з ефективних систем передавання. 

Самоперевірка рівня якості розуміння та засвоєння матеріалу прово-
диться розв’язанням задач та питань, які розміщені в кінці кожної глави. 
Для розв’язання наведених задач без залучення допоміжної літератури в 
кінці підручника надано шість додатків: 

1. Значення інтегралу ймовірності. 
2. Алгебраїчні структури та поля Галуа.  
3. Основи теорії матриць. 
4. Таблиця незвідних поліномів та їх періоди. 
5. Алгоритми формування кодів Слєпяна. 
6. Класи помилок, які виправляються кодами Слєпяна.  
Широке коло та складність проблем синтезу сигнальних конструкцій 

різних кодів, оптимальних методів декодування у різних системах зв’язку 
не дозволили в рамках одного тому викласти всі питання передавання да-
них. Тому підручник структурно складається з двох томів. У другому томі 
викладені алгоритми та протоколи адаптивних систем передавання. Напи-
сання цього підручника стало можливим завдяки творчим дискусіям і нау-
кової підтримки, наданої мені колективом кафедри інформаційної безпеки 
та передавання даних. 

Вважаю своїм обов’язком висловити подяку докторам технічних на-
ук Є.М. Рудому, С.М. Горохову, кандидатам технічних наук, доцентам 
О.О. Вараксіну, М.М. Балану, порадами яких я користувався. Необхідно 
відзначити активну допомогу в розробці алгоритмів систем на базі таймер-
них сигналів, проведенні експериментів та оформленні роботи докторантів 
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кафедри Гаджиєва М.М., Басова В.Є. та аспірантів Мартинової О.М.,      
Бєлової Ю.В., Русаловської О.А., Шинкарчук Т.М., результати роботи яких 
відображені в спільно написаному розділі 3.2.8 «Ефективність викорис-
тання таймерних сигнальних конструкцій». 

Особливо вдячний докторам наук Климашу М.М. і Семенку А.І., які 
взяли на себе нелегку працю рецензування рукопису. 

На закінчення хочу відзначити, що теоретичною основою кодування 
є різні розділи вищої математики, що ставить навчальну дисципліну "Сис-
теми передавання даних" в ряд навчальних дисциплін підвищеної складно-
сті. Тому мені хотілося б особливо відзначити методичні напрацювання у 
викладанні теорії кодування «піонерів» практичного впровадження в реа-
льних системах зв’язку 70-х років ХХ століття вчених ВІКА ім. А.Ф. Мо-
жайського – М.М. Буга, А.А. Вороніна, Є.В. Митряєва; ВІА ім. Ф. Е. Дзер-
жинського – А.А. Кошевого, А.П. Мановцева; ВКАЗ ім. Будьонного – 
М.Я. Теплова, П.А. Китова. 
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СПИСОК АБРЕВІАТУР 
 

АМ – амплітудна модуляція 
ЧМ – частотна модуляція 
ФМ – фазова модуляція 
АІМ – амплітудно-імпульсна модуляція 
ЧРК – частотне розділення каналу 
КХ – короткі хвилі 
КПС – канал постійного струму  
ЗММ – значущий момент модуляції 
ЗМВ – значущий момент відтворення 
ДСК – двійковий симетричний канал 
ВФМ – відносна фазова модуляція 
МАТС – міська автоматична телефонна станція 
СПДП – система передачі дискретних повідомлень 
КК – кодові комбінації 
КПВ – коди з постійною вагою  
ЦК – циклічні коди 
МДК – мажоритарно декодовані коди 
ЗК – згорткові коди  
ОЗК – самоортогональні згорткові коди  
КС – кодове слово  
М – модулятор  
ДМ – демодулятор  
БЧХ – код Боуза-Чоудхурі-Хоквінгема  
АБГШ – аддитивний білий гауссівський шум 
ІЦС – імпульс циклової синхронізації  
СРП – система розділених (ортогональних) перевірок  
СЗП – система cλ -зв'язних перевірок  
КРП – квазірозділені перевірки  
ЕБ – елементарний блок . 
ЕВК – енергетичний виграш кодування  
АЕВК – асимптотичний енергетичний виграш кодування  
РСЗК – рекурсивні систематичні згорткові коди  
МАІ – максимуму апостеріорної імовірності  
АПІ – апостеріорна імовірність  
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АВМР – алгоритм Вітербі з м'яким розв’язанням  
БЧМ – багатопозиційна частотна модуляція   
ДЧМ – двійкові канали з ЧМ 
ТСК – таймерні сигнальні конструкції 
РЦК – розрядно-цифровий код 
ФНЧ – фільтр нижніх частот 
СК – сигнальні конструкції 
ДКК - дозволені кодові комбінації 
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ЧАСТИНА 1 

ІНФОРМАЦІЙНІ ХАРАКТЕРИСТИКИ ДЖЕРЕЛ 
ПОВІДОМЛЕНЬ, СИГНАЛІВ, ЗАВАД ТА КАНАЛІВ ЗВ’ЯЗКУ 

Глава 1.1. Інформаційні характеристики джерел повідомлень,  
сигналів 

1.1.1. Інформація та її виміри. Ентропія повідомлення 
 
Інформація – відомості, які є об'єктом передавання, розподілу, пере-

творення, зберігання чи безпосереднього використання. Це можуть бути 
відомості про результати вимірювання, спостереження, розрахунків тощо. 
Таким чином, під інформацією слід розуміти не самі предмети та процеси, 
а їх істотні характеристики, їхнє відбиття у вигляді чисел, формул, описів, 
креслень, символів чи інших абстрактних характеристик. 

Легко переконатися в тому, що впровадження кількісної міри інфор-
мації є досить складною задачею. Дійсно, інформація може бути надзви-
чайно різноманітною: ми можемо одержати повідомлення про приїзд зна-
йомих чи родичів, про одержання премії чи про хворобу друга; можемо 
почути по радіо або прочитати в газетах про ті чи інші події; дізнатись про 
нове відкриття чи винахід тощо. Різна інформація викликатиме у нас різні 
емоції і матиме різну цінність. Іноді коротке повідомлення, що містить 
лише кілька слів, може мати для нас невимірно більше значення, аніж 
текст, що складається з багатьох слів і сторінок. З двох книжок однакового 
обсягу ми можемо одержати зовсім різну інформацію. Два радіосигнали, 
що мають однакову потужність та тривалість, можуть переносити різну за 
змістом та обсягом інформацію. Очевидно, що кількісна міра інформації не 
повинна суперечити нашим інтуїтивним уявленням, має охоплювати те за-
гальне, що є притаманним для всієї різноманітності інформації, і, головне, 
ця міра має бути корисною для теорії та практики побудови різних систем 
передавання й перетворення інформації. 

У теорії інформації розглядаються: 
– загальна кількісна міра інформації, яка не залежить від природи 

об'єктів; 
– загальні закони передавання, оброблення та зберігання інформації. 

Вони мають характер законів зберігання й установлюють низку найважли-
віших межових повідомлень, таких, як максимальна швидкість передаван-
ня інформації, найбільш важлива ефективність кодування сигналів тощо;  

– загальні залежності, що визначають ті чи інші чинники, які впли-
вають на перетворення, швидкість передавання, втрату і можливість збері-
гання інформації. 

Незважаючи на те, що інформацію можна віднести до області абст-
рактних категорій, з'являється вона і в матеріально-енергетичній формі у 
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вигляді сигналів (рис. 1.1). З передаванням та обробленням інформації по-
в'язані дії будь-якого автоматичного пристрою, поведінка живої істоти, 
творча діяльність людини, економічні й соціальні перетворення у суспільс-
тві й саме життя. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 1.1 – Перетворення інформації при передаванні 
 

Кількісна міра інформації. Передусім звернемо увагу на ту обстави-
ну, що будь-яка інформація здобувається внаслідок тієї чи іншої дії, якою 
може бути: одержання телеграми чи листа; читання книжки тощо; вимірю-
вання тим чи іншим інструментом (приладом); просте візуальне спостере-
ження події або за допомогою тих чи інших засобів; приймання та оброб-
лення радіосигналів тощо. 

Чим характеризується факт одержання інформації? З упевненістю 
можна сказати: для всіх наведених вище прикладів до дії має місце більша 
невизначеність щодо ситуації, яка нас цікавить. 

Після одержання інформації ситуація стає більш визначеною й на 
поставлене питання ми можемо відповісти або однозначно, або принаймні, 
кількість можливих різних відповідей зменшиться, і, отже, зменшиться не-
визначеність, яка існувала раніше. 

З рис. 1.1 випливає, що інформація передається на відстань в енерге-
тичній формі, для чого кодується. 

Одержана інформація збільшує знання й поглиблює інтелект. Інфор-
мація – це основний елемент, необхідний для прийняття рішення. Інфор-
мація, зображена в формалізованому виді, називається даними. 

Через необхідність вірно діставати, враховувати й обробляти інфор-
мацію виникла нова дисципліна – інформатика. Ця дисципліна поставила і 
нові задачі перед різними галузями науки, техніки, знань, виробництва та ін. 

Еволюцію оцінки інформації в різні періоди розвитку суспільства 
для окремих галузей діяльності показано на рис. 1.2. 
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Інформацію можна розрізняти за галузями знань (біологічна,  техніч-
на, економічна), за фізичною природою сприйняття (зорова, слухова, сма-
кова тощо), а також за метричними властивостями. Для технічних додатків 
найбільш придатною є параметрична інформація. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 1.2 – Еволюція оцінки інформації в різні періоди 
розвитку суспільства 
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кість елементів, що містяться в ньому, зв'язків між ними чи комбінацій з них. 

У структурній теорії розрізняються геометрична, комбінаторна та 
адитивна міри інформації. 

За геометричного підходу визначення кількості інформації зводиться 
до оцінювання довжини лінії, площі чи об'єму геометричної моделі даного 
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інформаційного комплексу в кількості одиниць – квантів. Квант – неподі-
льна частина інформації, або елемент алфавіту. 

Якщо дискретні відліки здійснюються по осях X, Т, N відповідно че-
рез інтервали ∆Х, ∆Т, ∆N, то неперервні координати розпадаються на еле-
менти в кількості 

.;;
N

Nm
T

Tm
X

Xm NTX ∆
=

∆
=

∆
=    (1.1) 

Кількість інформації в повному комплексі визначена геометричним 
методом: 

NTX mmmI = .     (1.2) 
Якщо використовується нерівномірна або нестаціонарна дискретиза-

ція, то кількість інформації визначається за більш складними формулами. 
Комбінаторною мірою користуються тоді, коли необхідно оцінити 

можливість передавання інформації за допомогою різних комбінацій інфо-
рмаційних елементів. Утворення різних комбінацій – одна з форм кодування 
інформації. В такому разі оцінюванню підлягає комбінаторна властивість 
потенційної структурної різноманітності інформаційних комплектів. 

Однакові за своїми ознаками елементи можуть стати неоднаковими, 
якщо врахувати їхні стан, позицію. Як приклад прояву впливу елементів 
може слугувати перенесення знаків у позиційній системі подання двійкових 
чисел 00001 та 10000, коли одиниця перетворюється на 16. Переставлена 
точка (умовний знак) на карті докорінно може змінити воєнну ситуацію. 

У комбінаториці розглядаються різні види з'єднання елементів. 
З'єднання з h елементів по l розрізняються  за складом елементів. Їх 

кількість 

( )!!
!1

c lhl
h

h
N

−
== .     (1.3) 

Перестановки елементів розрізняються за їх порядком: 
!....,,321пер hhN =⋅⋅=     (1.4) 

Перестановки з повтореннями елементів характеризуються і тим, що 
один із елементів повторюється α разів, другий – β разів, іншій – γ разів: 

( ) .
!!!

!...
повтпер γβα

γ++β+α
=N     (1.5) 

Розміщення з h елементів по l відрізняються і за складом, і за поряд-
ком. Можливе число розміщень з h елементів по l 

( ) .
!

!
розм lh

h
h
lN

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=     (1.6) 

Можливе число розміщень з повтореннями по l з h елементів 

.
повт

повтрозм h
h
lN =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=     (1.7) 
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Таким чином, визначення кількості інформації повтрозмN  комбінатор-
ною мірою полягає не в простому підрахунку квантів, як це робиться при 
використанні геометричної міри, а у визначенні можливих комбінацій, тоб-
то у структурній різноманітності. Тому кількість інформації за тієї самої кіль-
кості елементів багатократно збільшується. Наприклад, число з'єднань з 10 
цифр (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) по 10 елементів: 

( ) ( ) ( ) .1024
!1010!10

!10...
!110!1

!10
!010!0

!10
c =

−
++

−
+

−
=N  

Число перестановок вказаних 10 елементів: 
.80062831098...321!пер =⋅⋅⋅⋅== hN  

Розміщення 10 різних елементів з 10 різних позицій дають 
10

розм 10== lhN  перетворень. 
Статистичні міри інформації. За ймовірнісним підходом інформа-

ція розглядається як повідомлення про результат випадкових величин та 
функцій, а кількість інформації ставиться в залежність від апріорних імовір-
ностей цих подій. 

Коли йдеться про подію, яка завжди відбувається (ймовірність якої 
наближається до одиниці), то повідомлення про неї є малоінформативним 
(інформація в словах «після ночі буде день» дорівнює 0). Так само малоін-
формативним є повідомлення про події (антиподії), ймовірність яких на-
ближається до 0. 

Подія та антиподія складають одну двійкову однопредметну подію. 
Більшість видів інформації можна звести до двійкових явищ «так – ні» або 
до пари «подія – антиподія». Ця пара і є найпростішим елементом (квантом) 
інформації. Подія може характеризуватися декількома станами, і тоді вони 
утворюють повну групу подій 

,1...321 =++++ kpppp  
де kpppp ...,,,, 321  – імовірності подій. 

Якщо подія може набувати декількох станів, то перед її появою має 
місце невизначеність наслідку. Ця невизначеність називається ентропією. 

У статистичній теорії інформації ентропія кількісно виражається як 
середня функція множини ймовірностей кожного зі станів: 

( ) ( ) ( ) ,log...loglog 2222121

N
pnpnpnpI kk −++−+−

==  

де ∑
=

=
k

i
inN

1
– частота появи кожної з і подій, 

iii ppI 22 log/1log −==  
– кількість інформації в кожному і-му наслідку. Оскільки 

,i
i p

N
n

=  
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то 

.log
1

2∑
=

−=
k

i
ii ppI  

Середню величину інформації I  Шеннон назвав ентропією і позна-
чив літерою Н: 

.log
1

2∑
=

==
k

i
ii ppIH       (1.8) 

Основа логарифма визначає одиницю виміру ентропії та кількості 
інформації. Якщо основа дорівнює 2, інформація вимірюється в бітах; як-
що основа е = 2,718, – в нітах (1 ніт = 1,4426 біт); якщо основа дорівнює 
10, то за одиницю інформації прийнято 1 діт = 3,32193 біт. 

Зміна Н в залежності від імовірності однопредметної події показана 
на рис. 1.3. 

Кількість інформації 
та надлишковість. Кіль-
кість інформації лише тоді 
дорівнює ентропії, коли не-
визначеність в результаті до-
сліду знімається повністю: 

І = Н. 
У разі неповного роз-

в'язання має місце часткова 
інформація, яка являє собою 
різницю початкової 1H  та кі-
нцевої Н2 ентропії: 

21 HHI −= . 
Абсолютна надлишко-

вість аD  інформації являє собою різницю між максимально можливою кі-
лькістю інформації та ентропією: 

.макса HHHID −=−′=  
Відносна надлишковість 

.1
максмакс

макс
в H

H
H

HHD −=
−

=    (1.9) 

Визначимо відносну надлишковість для двох джерел. 
Приклад 1. Повна шкала вимірювання містить максH  = 1000 елемен-

тарних одиниць (квантів), але припускається похибка ± 1 % повної шкали. 
Тоді Н = 50, оскільки за похибки ± 10 квантів досить всю шкалу поділити 
на 50 квантів: 

.95,0
1000

501в =−=D  

H 

P 0,2 0,4 0,6 0,8 

0,2 

0,4 

0,6 

0,8 

0 

Рисунок 1.3 – Залежність ентропії від імові-
рності виникнення подій 
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Приклад 2. Випадкова величина ( )tx  змінюється  за законом, зображе-
ним на рис. 1.4. На відрізку 12 tt −  ( )tx  може змінюватися лише від 2x  до 1x ; 

1x = 4, 2x = 11; .64,0
11
41в =−=D  Ця надлишковість пояснюється тим, що по-

стійна складова 01 xx −  не несе інформації. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 1.4 – Зміни неперервної величини у часі 
 

Як випливає з наведених вище виразів, кількість інформації залежить 
від числа можливих станів системи. Для випадку систем зв'язку інформація 
залежить від числа можливих станів сигналу на виході передавача та при-
ймача. Якщо події на вході каналу ( )mixi ...,,2,1= , а на виході - 

( )mjy j ...,,2,1= , то ймовірності виникнення подій ix , jy  позначаються 
( )ixp , ( )iyp . Ймовірність появи на виході jy  за наявності на вході ix  по-

значається ( )ij xyp . 
Ймовірність ( )ij xyp  означає, що передавався символ ix  з появою си-

гналу на виході jy : 

( ) ( ) ;1
11

==∑∑
==

m

j
j

m

i
i ypxp  

( ) ( )∑
=

=
n

j
jii yxpxp

1
/ . 

Кількість інформації, що міститься в події jy  відносно події ix , 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( ).loglog 22

ji

ji

i

ji
ji ypxp

yxp
xp

yxp
yxI ==   (1.10) 

Умовна власна інформація події jy  за відомого хі 
( ) ( )jiji yxpyxI /log/ −= . 

3x  4x  

x  

2x  

1x  

0x  

1t  2t  3t  4t  t  
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Власна інформація спільної події 
( ) ( )jiji yxpyxI 2log−= . 

Середня кількість взаємної інформації про систему X, що міститься 
в jy , 

( ) ( ) ( )
( )∑

=
−=

m

i i

ji
jij xp

yxp
yxpyXI

1
2

/
log/, . 

Середня кількість взаємної інформації про систему X, що міститься у 
множині Y, 

( ) ( ) ( )
( )∑∑

= =
−=

m

i

n

j i

ji
ji xp

yxp
yxpYXI

1 1
2

/
log/, . 

Середня власна інформація дорівнює ентропії: 

( ) ( ) ( ) ( )∑
=

=−==
m

i
ii xHxpxpxII

1
log . 

Якщо система Y перебуває у стані jy , то міра невизначеності системи X 

( ) ( ) ( )∑−= jijij yxpyxpyXH /log// 2 . 

Міра невизначеності стану системи X після того, як стан системи Y 
повністю визначився, характеризується умовною ентропією 

( ) ( ) ( )∑∑
= =

−=
m

i

n

j
jiji yxpyxpYXH

1 1
2 /log// .                (1.11) 

Міра невизначеності стану складної системи характеризується ент-
ропією поєднаної системи 

( ) ( ) ( )∑∑
= =

−=
m

i

n

j
jiji yxpyxpYXH

1 1
2 /log/, . 

Якщо X та Y незалежні, то 
( ) ( ) ( )YHXHYXH +=, . 

Для залежних X та Y 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )YXHYHXYHXHYXH //, −=+= . 

Оскільки ( ) ( )XIXH = , то середня взаємна ентропія 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) .,

//,
YXHYHXH

XYHYHYXHXHYXI
−+=

=−=−=
              (1.12) 

Щоб інформацію можна було доставляти, зберігати, обробляти та ви-
користовувати, вона має бути подана у вигляді повідомлення, тобто пові-
домлення є формою подання інформації. Одну й ту саму інформацію мож-
на подати в різній формі. Наприклад, повідомлення про час приїзду при-
ятеля може бути передано телефоном чи у вигляді телеграми. У першому 
випадку маємо справу з неперервним повідомленням – змінюваним непе-
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рервно значенням напруги на виході мікрофона. У другому випадку повід-
омлення складається з окремих літер, тому називається дискретним.  

Неперервне повідомлення характеризується нескінченним числом 
значень на скінченному інтервалі часу: число рівнів напруги на виході мік-
рофона зростає зі зменшенням порога розрізнення. 

Дискретне повідомлення характеризується скінченним числом зна-
чень на нескінченному інтервалі часу: хоч скільки телеграм передаватиме-
мо - число літер є скінченним. 

Неперервні повідомлення легко перетворити на дискретні. Тому доці-
льно розглядати лише дискретні повідомлення. 

Основні властивості ентропії. Сформулюємо деякі основні власти-
вості ентропії як міри невизначеності результату ансамблю подій. 

1. 0=H  лише в тому випадку, коли всі ймовірності ( )ixp , крім од-
нієї, дорівнюють нулю, а ця єдина ймовірність дорівнює одиниці. Отже, 

0=H  тільки у випадку повної визначеності результату досліду, а в інших 
випадках Н > 0. 

Останнє випливає з того, що ймовірність події ip  може лежати лише 
в інтервалі між нулем і одиницею, тобто 0 ≤ ip  ≤ 1   і, отже, ii pp log−  ≥ 0. 

2. При заданому п Н максимальна і дорівнює 
( ) nXH log=  

лише тоді, коли всі події рівноймовірні, тобто 

( ) ( ) ( )
n

xpxpxp n
1...21 ==== . 

Інтуїтивно зрозуміло, що такий стан відповідає найбільшій невизначеності. 
Ця властивість ентропії при 2=n  ілюструється рис. 1.3. 

У загальному випадку вона може бути доведена таким чином. 
Позначимо ( ) ii pxp =  і представимо вираз ентропії у вигляді  

∑
=

−=
n

i
ii ppH

1
log .        (1.13) 

Крім того, повинна виконуватись очевидна умова  

∑
=

=−
n

i
ip

1
01 . 

Знайдемо значення ip , за яких ентропія Н має максимальне значення. 
Згідно з правилом відшукання відносного максимуму функції декі-

лькох перемінних  

01
1

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−λ+

∂
∂ ∑

=

n

i
i

i
pH

p
, 

де λ – множник Лагранжа. 
Підставивши в останню рівність Н із (1.13) і виконавши диференці-

ювання, одержимо  



 22 

( ) 01ln
2ln

1
=λ++− ip  або 1e λ−=ip ,   (1.14) 

де 2ln11 λ−=λ . 
З останніх виразів виходить, що 1e 1 =λ−n , звідки nln1 =λ . Підстав-

ляючи це значення 1λ  в (1.14), одержимо 

n
pi

1
= , 

що відповідає рівній імовірності подій (повідомлень). 
Неважко переконатися в тому, що знайдене екстремальне значення 

ip  відповідає максимуму. 
Приклад 3. Візьмемо два ансамблі подій: X і Y , які описуються од-

наковими схемами 

( ) ( ) ( )⎟⎟⎠
⎞

⎜⎜
⎝

⎛
=

n

n

xp
x

xp
x

xp
x

X
...
...

2

2

1

1 , 

( ) ( ) ( )⎟⎟⎠
⎞

⎜⎜
⎝

⎛
=

m

m

yp
y

yp
y

yp
y

Y
...
...

2

2

1

1 . 

Будемо тепер розглядати спільні події ix  і jy  . Всі можливі пари 
( )yx,  можуть розглядатися як елементи нового об’єднаного ансамблю 

YX ⊗ . 
Позначимо через ( )ji yxp ,  ймовірність спільної появи подій ix  і jy . 
Об’єднаний ансамбль описує (характеризує) більш складну фізичну 

систему, яка складається із двох підсистем X і Y , або таку систему, в якій 
стан або події можуть буди поділені на дві характерні групи X і Y. Зокрема, 
події x можуть породжувати події y (бути причиною), або навпаки. 

Об’єднаний ансамбль YX ⊗  може розглядатися як деякий новий ан-
самбль, в якому можливі nm різних подій ( )yx,  з заданим розподілом імо-
вірностей ( )yxp , . 

Схема об’єднаного ансамблю може бути записана у вигляді 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

j

i

y
x  

1x  
 

2x  
…  

nx  

1y  ( )11, yxp  ( )12 , yxp … ( )1, yxp n  
2y  ( )21, yxp ( )22 , yxp … ( )2, yxp n  

: : : … : 
: : : … : 

YX ⊗  =         

my  ( )myxp ,1 ( )myxp ,2 … ( )mn yxp ,  
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Ентропія такого ансамблю, тобто ентропія результату спільних подій 
( )yx, , дорівнює  

( ) ( ) ( )∑∑
= =

−=
n

i

m

j
jiji yxpyxpYXH

1 1
,log,, .  (1.15) 

( ) ( ) ( )∑
=

−=
m

j
jj ypypYH

1
log ,   (1.16) 

Приклад 4. Відомо, що ймовірність спільної події дорівнює  
( ) ( ) ( )ijiji xypxpyxp |, = ,    (1.17) 

де ( )ij xyp |  – ймовірність події jy  за умови, що відбулася подія ix  (умовна 
ймовірність jy ). Якщо врахувати також, що 

( ) ( ) ( )i

m

j
iji xpxypxp =∑

=1
| , 

то рівність (1.15) можна подати у вигляді  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑∑∑
===

−−=
m

j
ijij

n

i
i

n

i
ii xypxypxpxpxpYXH

111
|log|log,  

або 
( )YXH ,  = ( ) ( )XYHXH |+ , 

де 

( ) ( ) ( ) ( )∑∑
==

−=
m

j
ijij

n

i
i xypxypxpXYH

11
|log|| . 

( )XYH |  ми будемо називати умовною ентропією ансамблю Y. 
Із останнього виразу випливає, що ( )XYH |  дорівнює математично-

му сподіванню величин 

( ) ( ) ( )∑
=

−=
m

j
ijij xypxypxYH

1
1 |log|| . 

Визначення кількості інформації за неповної вірогідності резуль-
татів досліду. Ми вже вказували, що інформація про ту чи іншу подію 
або факт досягається завжди в результаті того чи іншого досліду, причому 
після досліду ситуація виявляється не завжди повністю визначеною, і ми 
не можемо з повною вірогідністю стверджувати, яка саме подія мала місце. 
Визначимо кількість інформації, яка припадає в середньому на один до-
свід, коли повна вірогідність його результату відсутня. 

Припустимо, що події або факти, які нас цікавлять, складають ан-
самбль X, а результати дослідів (наприклад, одержання повідомлень) на 
основі яких ми виносимо судження про результати подій x, складають ан-
самбль Y. Позначимо через ( )ji yxp |  ймовірність того, що за відомого нам 
результату досліду jy  мала місце подія ix . Якщо, наприклад, 
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( )
⎩
⎨
⎧

≠
=

=
,за0
,за1

|
lj
lj

yxp ji     (1.18) 

то в результаті досліду ситуація повністю визначена, і ми можемо з пов-
ною достовірністю стверджувати, яка подія ix  мала місце. Тому що неви-
значеність результату подій x до досліду дорівнювала ( )XH , а після дослі-
ду невизначеність відсутня, то в цьому випадку 

( ) ( )
дослід

од.дв., XHXYI = ,    (1.19) 

де ( )XYI ,  – кількість інформації, яка міститься в середньому в дослідах y 
відносно подій x. 

У більш загальному випадку, коли 0 < ( )ji yxp |  < 1 для різних j, піс-
ля досліду залишається невизначеність, яка в середньому може характери-
зуватись умовною ентропією ( )YXH | . 

Кількість інформації, що одержуємо в середньому на один дослід, 
тепер може бути знайдена як зміна невизначеності в результаті досліду, і, 
отже, 

( ) ( ) ( )
дослід

од.дв.|, YXHXHXYI −= ,   (1.20) 

де 

( ) ( ) ( ) ( )∑∑
==

−=
n

i
jiji

m

j
j yxpyxpypYXH

11
|log||     

дослід
од.дв. . (1.21) 

Легко побачити, що в окремому випадку, коли виконується (1.19), умовна 
ентропія ( )YXH |  = 0 та (1.20) співпадає з (1.19). 

Слід зауважити, що кількість інформації, що міститься в дослідах y 
відносно випадкових подій x, дорівнює кількості інформації, що міститься 
у випадкових подіях x відносно результату дослідів y. 

Загальні зауваження про введення кількісної міри інформації. На-
ведені вище фундаментальні співвідношення визначають кількісну міру 
інформації, яка міститься в одній випадковій події (досліді) – Y відносно 
іншої випадкової події – X. При цьому ми мали на увазі такі події, в яких 
число можливих результатів (дослідів) скінченне. Події з нескінченно ве-
ликим числом виходів розглядаються нижче. 

Зі структури вказаних формул видно, що в основу вимірювання кіль-
кості інформації покладаються лише ймовірності (статистичні) характери-
стики подій. При цьому цілком ігнорується смисловий зміст інформації 
або, як говорять, її семантика, а також цінність інформації для її одержува-
ча, можливі наслідки, що викликаються одержанням даної інформації та 
інші обставини. 

Так, наприклад, батька, який одержав повідомлення про те, що його 
жінка народила трійню, можуть хвилювати не рідкість (мала ймовірність) 
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цієї події, а такі питання, як необхідність розширення помешкання, додат-
кової закупівлі речей і тому подібне. Теорія інформації все це ігнорує і кі-
лькість інформації, що міститься в даному повідомленні, визначає лише на 
основі статистики подій. 

Наведемо ще один приклад.  
Приклад 5. Припустимо, що організована лотерея, де ймовірність 

виграшу різних предметів однакова. Тоді повідомлення про виграш авто-
ручки чи автомобіля з точки зору розглядуваної теорії містить однакову 
кількість інформації. Зрозуміло, що для одержувача цих повідомлень буде 
не байдуже, який з них він отримає. 

Такий підхід до визначення кількісної міри інформації у сучасній те-
орії має як сильні, так і слабкі сторони. 

Позитивними якостями введеної статистичної міри кількості інфор-
мації є: 

1) спільність (універсальність) цієї міри, тому що вона пристосована 
до інформації будь-якого виду і змісту; 

2) об’єктивність і незалежність від психологічних чинників, бо ста-
тистичні показники подій об’єктивні й установлюються на основі експе-
рименту; 

3) для аналізу роботи і вибору оптимальних характеристик більшості 
систем передачі і перетворення інформації ця міра є достатньою і най-
більш раціональною. 

У той самий час та обставина, що сучасна теорія інформації бере до 
уваги лише статистичні характеристики розглянутих подій, обмежує об-
ласть її застосування. 

Для випадків, коли повинні братися до уваги семантика або цінність 
інформації, ця теорія непридатна. Останнім часом робляться спроби роз-
ширення області застосування теорії інформації і введення, наприклад, 
об’єктивних показників цінності інформації. 

Теорія інформації, існуюча на даний час, використовуючи статисти-
чний підхід до визначення кількісної міри інформації, дозволяє аналізува-
ти й установлювати загальні закони для величезного числа явищ у техніці і 
живій природі. 

Розглянемо два типи найважливіших обмінів, що відбуваються  в 
природі, техніці і суспільстві: енергетичний та інформаційний. Енергетич-
ний обмін пов’язано з перетворенням одного виду енергії в іншій, з вико-
нанням певної роботи робочими органами машин і т.п. 

Для вивчення енергетичних обмінів необхідно було знайти спільну 
міру енергії для різних її видів, закони перетворення енергії, чинники, що 
визначають коефіцієнт корисної дії і т.п. Всі ці загальні закономірності бу-
ли установлені ще в ХVIII-XIX століттях. 

Інформаційні обміни хоча і зв’язані з енергетичними, однак останні 
відіграють в них допоміжну роль. Важливими для інформаційних обмінів є 
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кількість одержуваних або перероблюваних відомостей (інформації), їхня 
ймовірність і втрати за різних перетворень. 

Загальні закони для інформаційних обмінів установлюються сучас-
ною теорією інформації, що безпосередньо вказує на її значущість. 

 

1.1.2. Інформаційні характеристики джерел повідомлень.  
Оптимальне кодування 

 
Поняття про ергодичне джерело повідомлень. Джерелом повідом-

лень може бути об’єкт, стан якого визначається деяким фізичним проце-
сом, проходить в часі або в просторі за випадковим (заздалегідь не відо-
мим нам) законом. 

Повідомлення про цей процес можуть безпосередньо сприйматися 
або фіксуватися (реєструватися) спостерігачем або автоматичною апарату-
рою, або передаватися на відстань по тому або іншому каналу. 

Джерелами повідомлень, для яких характерна зміна їхнього стану в 
часі, можуть бути: людина, що виголошує промову або грає на музичному 
інструменті, прилад, що вимірює температуру, вологість, тиск або будь-які 
інші фізичні параметри і т.п. 

Прикладами джерел повідомлень з просторовим розподілом носія 
інформації є книги, картини, записи на магнітну стрічку й інші. Надто час-
то має місце з’єднання розподілу в просторі і в часі: дії на сцені, в театрі, 
кінокартині і т.п.  

При передаванні і перетворенні інформації, як правило, відбувається 
перетворення просторового розподілу в часове, внаслідок чого в подаль-
шому ми будемо розглядати лише джерела повідомлень, які характеризу-
ються випадковим процесом, що розвивається в часі. Однак всі одержані 
нижче висновки можуть бути безпосередньо застосовані і до джерел з про-
сторовим розподілом носія інформації. В даній роботі розглядаються хара-
ктеристики джерел дискретних повідомлень. 

Такими дискретними повідомленнями можуть бути: літери або прос-
ті цифри, сукупність літер – слова або фрази, що мають певний смисловий 
зміст, типові команди або розпорядження, повідомлення про можливі дис-
кретні стани об’єктів або подій, результати вимірювань виражених числа-
ми і т.п. 

Будемо вважати, що число різних повідомлень скінченне, і познача-
тимемо їх символами nxxx ...,,, 21 . Помітимо, що в даному випадку різними 
символами можуть позначатися як елементарні повідомлення типу «так», 
«ні» або «ввімкнути», «вимкнути», цифри 0, 1, …, так і більш складні, на-
приклад, стандартні тексти, числа з заданим числом розрядів і т.п. 

Важливо лише, щоб кожне повідомлення незалежно від складності 
його смислового змісту, було цілком визначено. 
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Джерело дискретних повідомлень виробляє деяку послідовність сим-
волів ix , причому порядок проходження цих символів  випадковий і харак-
теризується деякою сукупністю ймовірностей. 

Математична модель такої системи називається стохастичним про-
цесом.  

Нас буде цікавити питання про те, яка в середньому кількість інфор-
мації створюється таким джерелом на один символ або за одиницю часу. 
Для відповіді на це питання необхідно з’ясувати, які ймовірнісні (статис-
тичні) показники можуть схарактеризувати розглядуване джерело. Неваж-
ко переконатися в тому що одних імовірностей появи окремих символів в 
даному випадку для описання джерела, недостатньо. Розглянемо приклад.  

Приклад 6. Припустимо, що передається послідовність із символів 
4321 і,, xxxx  з ймовірностями ( ) 5,01 =xp ; ( ) 25,02 =xp ; ( )3xp = ( )4xp =0,125. 

При цьому символ 4x  завжди передається після символу 3x . Легко поба-
чити, що хоча ймовірності передавання символів 3x  і 4x  однакові, але си-
мвол 4x  не несе ніякої інформації, бо, одержавши символ 3x , ми уже до-
стовірно знаємо, що наступним буде символ 4x . Отже, необхідні більш 
глибокі і детальні ймовірні характеристики джерела і, зокрема, треба вра-
хувати залежність імовірності передавання даного символу ix  від того, які 
символи були передані раніше. Ймовірнісні або, як їх ще називають, коре-
лятивні зв’язки між символами можуть розповсюджуватись на більші або 
менші групи символів. Припустимо, наприклад, що передавана послідов-
ність символів є ...,,,, jihg xxxx ; якщо символи незалежні, то умовна ймо-
вірність передавання символу jx  дорівнює 

( ) ( )jghij xpxxxxp =...,,,|  
для всіх jihg ,,, ; якщо є корелятивний зв’язок тільки між двома сусідніми 
символами, то  

( ) ( )ijghij xxpxxxxp |...,,,| = , 
тобто ймовірність передавання символу jx  залежить лише від того, який 
був попередній символ ix , і не залежить від символів, які передавались ра-
ніше; у випадку, коли такий зв’язок є між трьома сусідніми символами  

( ) ( )hijghij xxxpxxxxp ,|...,,,| = . 
Аналогічні співвідношення можуть бути написані при розповсю-

дженні корелятивних зв’язків та групи з великого числа символів. 
У більшості джерел, що зустрічаються на практиці, корелятивні 

зв’язки розповсюджуються на кінцеве число попередніх символів; такі 
джерела називаються ергодичними. В ергодичному джерелі для символів 

sg xx ...,, , віддалених надто далеко один від одного, корелятивний зв’язок 
відсутній, тобто поява sx  не залежить від того, яким було gx , і, отже, 
( ) ( )sgs xpxxp =|  для всіх g . 
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Ергодичні послідовності володіють властивостями ергодичних фун-
кцій. Будь-яка досить довга (з великим числом символів) ергодична послі-
довність з імовірністю, як завгодно близькою до одиниці, буде типовою. 
Останнє означає, що частота передавання будь-якого символу (наприклад, 

ix )1 в цій послідовності відрізняються від імовірності передавання цього 
символу – ( )ixp  на скільки завгодно малу величину, частота передавання 

jx  після ix  мало відрізняється від умовної ймовірності ( )ij xxp |  і т.п. Та-
ким чином, досить довга ергодична послідовність, яка є частиною всієї по-
слідовності символів, що виробляється джерелом повідомлення, з імовірні-
стю, близькою до одиниці, характеризує ймовірності окремих символів і 
корелятивні зв’язки між ними, властиві джерелу. Ця властивість ергодич-
них джерел є надто важливою. Як приклад ергодичних повідомлень можна 
навести мову. Майже у будь-якій книзі даною мовою (якщо це тільки не 
дуже спеціалізована література, як, наприклад, тлумачний або енциклопе-
дичний словник або праця, насичена спеціальними термінами) частота 
окремих літер і з’єднання різних літер однакова, хоча смисловий зміст 
книг різний. Ця обставина дозволяє застосувати математичний апарат при 
вивченні структури мови і має велике значення для побудови систем 
зв’язку, машин для друку, перекладу та ін. 

Ентропія ергодичного джерела. Одержане раніше співвідношення 
(1.8) не може бути використане для обчислення ентропії ергодичного дже-
рела, оскільки воно справедливе лише для незалежних повідомлень і, отже, 
не враховує корелятивних зв’язків. Урахування корелятивних зв’язків зна-
чно спрощується для ергодичного джерела повідомлень. Для такого дже-
рела може бути знайдене кінцеве число характерних станів – ...,, 21 SS  та-
ких, коли умовна ймовірність появи чергового символу залежить лише від 
того, в якому із цих станів знаходиться джерело. Виробляючи черговий 
символ, джерело переходить із одного стану в іншій або повертається в ви-
хідне положення2. 

Розглянемо окремі випадки. Якщо корелятивні зв’язки в послідовно-
стях, що виробляються деяким джерелом, відсутні, то у джерела є лише 
один характерний стан 1S . Ймовірність появи символу ix  в момент, коли 
система знаходиться в цьому стані, дорівнює ( )ixp ; виробивши символ ix , 
джерело повертається в той самий стан 1S . На рис. 1.5 наведена діаграма 
переходу для джерела, що має один характерний стан 1S  і виробляє три рі-
зних символи – 321 і, xxx . Стан джерела показано на графіку точкою, лінії 
зі стрілками характеризують процес генерації символів, надписи біля ліній 
показують імовірність цього процесу, якщо стан джерела нам відомий. 
                                                 
1 Частота xi в даному випадку визначається як відношення числа символів xi до загаль-
ного числа символів у розглядуваній послідовності. 
2 Стохастичний процес такого типу в математиці називається ланцюгом Маркова. 
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Коли корелятивні зв’язки мають місце лише між двома сусідніми 
символами, ймовірність появи символу ix  залежить лише від того, який 
символ був вироблений до цього. Джерело, що генерує n  різних символів 
– nxxx ...,,, 21 , в цьому випадку може мати n  характерних станів; 1S  – після 
появи символу 1x ; 2S  – після появи 
символу 2x  і т.п. Приклад такого дже-
рела для випадку 3=n  наведений на 
діаграмі рис.1.6. Для опису такого 
джерела необхідно задати розподіл 
ймовірностей ( )ixp  і ймовірностей 
переходів ( )ji xxp |  для всіх ji, . За-
мість цього можуть бути задані ймо-
вірності всіх можливих пар символів 
– ( )ji xxp , . 

Якщо відомі ( )ji xxp , , то ( )ixp  і 
( )ji xxp |  можуть бути знайдені за ві-

домими формулами 

( ) ( )∑=
j

jii xxpxp , ,  ( ) ( )
( )j

ji
ji xp

xxp
xxp

,
| = . 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 1.6 – Приклад джерела для випадку п = 3 
 

Якщо корелятивні зв’язки є тільки між трьома символами, то ймовір-
ність появи символу ix  залежить від того, які два символи були вироблені 
перед цим, отже, число характерних станів джерела визначається числом 
різних пар ix , jx . Для опису такого джерела повинні бути задані ймовірно-

( )11 xS
 

( )11 | xxp  

( )22 xS  

( )33 xS  

( )22 | xxp  

( )33 | xxp  

( )12 | xxp  

( )21 | xxp  

( )13 | xxp  

( )31 | xxp  

( )23 | xxp  

( )32 | xxp  

1S  
( )1xp  

( )2xp  

( )3xp  

Рисунок 1.5 – Діаграма переходу  
для джерела, що має один характерний  

стан S1 і виробляє три різних  
символи – x1, x2 i x3
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сті появи окремих символів ( )ixp  і ймовірності переходів ( )hji xxxp ,| , або 
ймовірності всіх можливих груп, що складаються із трьох символів – 
( )hji xxxp ,, . 

Ентропію джерела повідомлень ми будемо обчислювати у припу-
щенні, що воно працює довгий час, і кожного разу, коли ми чекаємо появи 
чергового символу, нам відомо, які символи були вироблені раніше, і, от-
же, нам відомо, в якому характерному стані знаходиться джерело. Очевид-
но, що при цьому досить пам’ятати лише ті символи, які корелятивно 
зв’язані з очікуванням. За такої умови ентропія джерела повідомлень може 
обчислюватись вже як умовна ентропія. 

Припустимо, що розглядуване джерело повідомлень nxx ...,,1  має ха-
рактерні стани nSSS ...,,, 21 , при цьому ( )kl SSp |  є ймовірністю того, що 
джерело, знаходячись в стані kS , перейде в стан lS  при появі чергового 
символу; тоді  

( ) ( ) ( ) ( )∑∑−=
kl

klkl
k

k SSpSSpSpXH
|

|log|    
символ

од.дв. ,     (1.22) 

де ( )kSp  – ймовірність стану kS . Знаки біля сум означають: k  – підсумо-
вування за всіма можливими станами; kl |  – за всіма можливими перехо-
дами зі стану kS  в lS . 

Співвідношення (1.22) може бути також записане у вигляді 

( ) ( ) ( )k
k

k SHSpXH ∑−=    
символ

од.дв. , 

де 

( ) ( ) ( )∑−=
k

klklk SSpSSpSH |log|    
символ

од.дв. , 

( )kSH  є ентропія джерела в стані kS  і, отже, ентропія ( )XH  є середнє зна-
чення (математичне сподівання) ентропій всіх характерних станів джерела. 

У випадку, коли символи джерела незалежні, є лише один стан 1S , 
ймовірність якого ( ) 11 =Sp . З появою символу ix  джерело знову поверта-
ється в стан 1S , і при цьому ( ) ( )ixpSSp =11 |  і, отже, 

( ) ( ) ( ) ( )∑
=

−==
n

i
ii xpxpSHXH

1
1 log , 

що повністю співпадає з (1.8). 
Якщо корелятивні зв’язки є лише між двома сусідніми символами, то 

( ) ( )kk xpSp =  і ( ) ( )klkl xxpSSp || = . Тоді із (1.22) одержимо 

( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑
= =

−=
n

k

n

l
klklk xxpxxpxpXH

1 1
|log|   (1.23) 

або, тому що порядок підсумовування значення не має, то 
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( ) ( ) ( )∑∑
= =

−=
n

k

n

l
kllk xxpxxpXH

1 1
|log,    

символ
од.дв. . 

У випадку, коли корелятивні зв’язки є між трьома символами, харак-
терні стани визначаються передаванням двох символів, і їх зручно нумеру-
вати двома індексами; так, якщо генеруються jh xx , то джерело переходить 
в стан hjS . Тоді  

( ) ( ) ( ) ( )jhlhjjljhhj xxxpSSpxxpSp ,||і, == . 
Із (1.22) одержуємо 

( ) ( ) ( ) ( )∑∑ ∑
= = =

−=
n

h

n

j

n

i
jhijhijh xxxpxxxpxxpXH

1 1 1
,|log,|,  

або 

( ) ( ) ( )∑∑∑
= = =

−=
n

h

n

j

n

i
jhiijh xxxpxxxpXH

1 1 1
,|log,,   

символ
од.дв. . 

Аналогічні співвідношення утворюються й у випадках, коли кореля-
тивні зв’язки розповсюджуються на більше число символів. 

Розглянемо декілька прикладів на визначення ентропії джерела. 
Приклад 7. Джерело виробляє чотири символи: 4321 ,,, xxxx  з ймові-

рностями ( ) ( ) ( ) ( )
4
1

4321 ==== xpxpxpxp . 

Корелятивні зв’язки між різними символами відсутні. 
Безпосередньо використовуючи ( ) nXH log= , одержимо  

( ) 2=XH   
символ

од.дв. . 

Приклад 8. Ймовірність появи символів джерела дорівнює 

( ) ( ) ( ) ( )
8
1,

4
1,

2
1

4321 ==== xpxpxpxp . 

Корелятивні зв’язки між символами відсутні. 
Для цього випадку, використовуючи (1.8), знаходимо 

( ) 8log
8
124log

4
12log

2
1

222 ++=XH  

або 

( ) 75,1
4
7
==XH   

символ
од.дв. . 

Приклад 9. Ймовірності появи символів джерела такі ж самі, як і в 
прикладі 4, але між двома сусідніми символами мають місце корелятивні 
зв’язки, які описуються табл. 1.1. У 2-му стовбці цієї таблиці наведені 
ймовірності різних з’єднань із двох символів, що дає повний опис статис-
тичних властивостей даного джерела. Із нього можуть бути одержані ймо-
вірності появи окремих символів ( )ixp  і ймовірності переходів ( )ij xxp | , 
наведені у 3-му стовбці.  
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Таблиця 1.1 – Корелятивні зв’язки між подіями 

xi, xj p(xi, xj)  p(xj | xi)  xi, xj  p(xi, xj)  p(xj | xi)  
x1, x1  13/32 13/16 x3, x1  0 0 
x1, x2  3/32 3/16 x3, x2  0 0 
x1, x3  0 0 x3, x3  0 0 
x1, x4  0 0 x3, x4  1/8 1 
x2, x1  1/32 1/8 x4, x1  1/16 1/2 
x2, x2  1/8 1/2 x4, x2 1/32 1/4 
x2, x3  3/32 3/8 x4, x3  1/32 1/4 
x2, x4  0 0 x4, x4  0 0 

 

Із табл. 1.1 видно, що за символом 3x  в даному джерелі завжди про-
ходить символ 4x , а після символу 1x  генерується або той самий символ 

1x , або символ 2x . Через те, що ймовірність деяких пар символів дорівнює 
нулю, то всього в розглянутому джерелі є дев’ять характерних станів. 

Використовуючи (1.23), безпосередньо одержимо 

( ) 886,0=XH   
символ

од.дв. . 

Надлишковість джерела повідомлення. Згадаємо тепер, що ентро-
пія характеризує кількість інформації, яка припадає в середньому на одне 
повідомлення. Розглянуті приклади 3, 4 і 5 показують, що за однакової кі-
лькості різних символів (повідомлень) кількість інформації, що припадає 
на одне повідомлення, може бути різною в залежності від статистичних 
характеристик джерела. Ентропія джерела максимальна і дорівнює 

nH logмакс = , якщо символи виробляються з різними ймовірностями; якщо 
ж це не так і деякі символи повторюються часто, а інші рідко, то ентропія 
джерела зменшується, а за появи додаткових корелятивних зв’язків між 
символами ентропія стає ще меншою. Це положення добре узгоджується з 
інтуїтивною уявою про кількість інформації, яка виробляється тим чи ін-
шим джерелом. Так, наприклад, якщо із попереднього досліду властивості 
лектора чи доповідача відомі настільки добре, що слухачі з високим ступе-
нем достовірності знають про що він буде говорити, то кількість інформа-
ції, що повідомляється таким лектором, буде дуже малою, незважаючи на 
велике число сказаних слів. 

Для того щоб з’ясувати, наскільки добре в джерелі повідомлень ви-
користовуються різні символи (а джерело буде тим краще, чим більше ін-
формації воно буде виробляти) вводиться параметр, який називається над-
лишковістю і дорівнює 

( )
макс

макс

H
XHHR −

= .         (1.24) 

При цьому nH logмакс =  є максимальна ентропія або найбільша кіль-
кість інформації, яка може припадати на один символ джерела при даному 
числі n використовуваних символів. 
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Із (1.24) видно, що при 0=R  ентропія джерела ( ) максHXH = , тобто 
джерело генерує максимальну кількість інформації на символ. Якщо 1=R , 
то ( ) 0=XH , і, отже, інформація, що виробляється джерелом, дорівнює ну-
лю. У загальному випадку 0 ≤ R ≤ 1. Чим менша надлишковість R, тим раці-
ональніше працює джерело, тим більшу кількість інформації воно виробляє. 

Проте слід мати на увазі, що не завжди треба прагнути до того, що 
0=R . Деяка надлишковість буває корисною для забезпечення надійності 

передавання, реєстрації та інших перетворень інформації. Відомо, напри-
клад, що лектора, який не повторює або не пояснює більш докладно на 
прикладах окремі положення, слухати і конспектувати значно складніше, 
ніж лектора, який розумною мірою користується цими прийомами. 

Якщо не розрізняти літери «е» і «ё», а також м’який і твердий знаки, 
то в російському алфавіті всього 31 літера, до них треба додати ще пропуск 
між словами, так що всього виходить 32 символи. Якщо б всі символи бу-
ли рівноймовірні, то ентропія такої мови дорівнювала б 

532log20 ==H   
символ

од.дв. . 

Проте насправді ймовірності різних символів різні, так, наприклад, 
ймовірність літери «о» дорівнює приблизно 0,09, а літери «ф» – 0,002. Крім 
того, між словами мають місце значні корелятивні зв’язки. 

Проведенні дослідження3, додають наступні значення ентропії: при 
врахуванні різної ймовірності окремих символів  

39,41 =H   
символ

од.дв. , 

при урахуванні корелятивних зв’язків між двома символами 

41,32 =H   
символ

од.дв. , 

при урахуванні корелятивних зв’язків між трьома символами 

33 =H   
символ

од.дв. . 

Таким чином, можна стверджувати, що надлишковість російської 
мови  

R  > 4,0
5

35
=

− . 

Аналіз англійської мови з врахуванням корелятивних зв’язків, що 
розповсюджуються на вісім сусідніх літер, показав, що надлишковість йо-
го R  > 5,0 . Якщо урахувати корелятивні зв’язки, що розповсюджуються 
на досить велике число літер, то можна, очевидно, переконатися, що над-
лишковість російської та інших європейських мов понад 50%. Наявність 

                                                 
3 Лебедев Д.С., Гармаш В.А.. О возможности увеличения скорости передачи телеграф-
ных сообщений // Электросвязь. – 1958. –№ 1. – С. 68–69. 
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цієї надлишковості дозволяє легко виправити окремі помилки або понови-
ти пропуски літер і навіть складів без спотворення тексту. 

Для прикладів, розглянутих вище, одержуємо: 
в прикладі 7  R  = 0 , 

в прикладі 8  R  = 125,0
2

75,12
=

− , 

в прикладі 9  R  > 56,0
2

886,02
≈

− . 

Зв’язок між ентропією і числом різних послідовностей повідом-
лення. Розглянемо послідовності повідомлень ергодичного джерела, що 
містять M символів. Коротко будемо вважати: послідовності C довжини M. 

Для таких послідовностей можна довести наступну теорему, яка має 
фундаментальне значення в теорії інформації. 

Теорема 1. Скільки б не були малі числа ε > 0, за досить великому 
η > 0, всі послідовності можуть бути розбиті на дві групи, що володіють 
наступними властивостями: 

1) Ймовірність ( )Cp  будь-якої послідовності першої групи (типові 
послідовності) задовольняє нерівності 

( ) H
M

Cp −

1log
 < η, 

де H – ентропія джерела, що визначається за (1.22). 
2) Сума ймовірностей послідовностей другої групи (нетипові послі-

довності) менше ε. 
Можна показати, що для всіх типових послідовностей 

( )η+− HM2  < ( )Cp  < ( )η−− HM2 . 
Для досить довгих послідовностей з дуже малою похибкою можна 

прийняти 
( ) MHCp −≈ 2 . 

Останнє означає, що ймовірності всіх типових, досить довгих послідовнос-
тей однакові і, якщо врахувати властивість 2), то число таких послідовнос-
тей дорівнює 

( )Cp
N 1

1 ≈  або HMN 21 ≈ . 

Точніше це співвідношення може бути записане у вигляді 
( )MH η−2  < 1N  < ( )MH η+2 , 

де η може бути як завгодно малою, причому якщо ∞→M , то 0→η . 
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Нетипові послідовності будуть з’являтися (вироблятися джерелом) 
дуже рідко, тому з цими послідовностями у низці випадків можна не раху-
ватися. 

У випадку, коли всі n символів джерела незалежні і рівноймовірні, то 
ентропія його визначається виразом ( ) nXH log= . Тоді маємо 

nMN 2log
1 2=  або MnN =1 . 

Потік інформації джерела повідомлень. Співвідношення (1.22) до-
зволяє визначити кількість інформації, що переноситься (в середньому) 
одним символом джерела. При роботі джерела повідомлень на його виході 
окремі символи з’являються через деякі інтервали часу; в цьому розумінні 
ми можемо говорити про тривалість окремих символів, і, отже, може бути 
поставлено питання про кількість інформації, що виробляється джерелом 
за одиницю часу. 

Для відповіді на це питання обчислимо середню тривалість символу. 
Позначимо через 
( )klx SS

i
|τ  – тривалість символу ix , що переводить джерело із стану 

kS  в стан lS . 
( )klx SSp

i
|  – ймовірність того, що джерело, знаходячись в стані kS , 

буде переведене в стан lS  символом ix ; тоді середня тривалість символу 
( ) ( ) ( )∑∑∑ τ=τ

kl i
klxklx

k
ki SSSSpSp

ii
|

|| . 

Величина, яка нас цікавить дорівнює 

( ) ( )
i

XHXH
τ

=   
с
од.дв. . 

Ентропія джерела, яка припадає на одиницю часу, можу бути названа шви-
дкістю створення повідомлень4 або ж потоком інформації. Двійкова оди-
ниця інформації часто позначається через біт (англійська bit, скорочення 
від «binary digit» – двійкова одиниця), потік інформації в цьому випадку 

виражається в 
с
біт . 

Очевидно, що потік інформації залежить від кількості різних симво-
лів, які виробляються джерелом, їх терміну і статистичних характеристик 
джерела. 

Оптимальне кодування. Будь-яке повідомлення вже в момент свого 
зародження являє собою низку найпростіших елементів, вибраних з певно-
го набору. Цей набір, чи сукупність умовних знаків, зазвичай називається 
первинним алфавітом, або кодом (приміром, український алфавіт). Інколи 
те саме повідомлення необхідно зобразити у вигляді низки інших елемен-
тів, вибраних з іншого набору, який називається вторинним алфавітом 

                                                 
4 Термін, використовуваний К. Шенноном. 
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(кодом). Процес переходу від первинного до його вторинного зображення 
називається кодуванням. 

Поняття «кодування» містить дуже широке коло явищ. Приміром, 
будь-яке вимірювання є кодуванням, оскільки його можна розглядати як пе-
ретворення багатьох значень, яких може набувати вимірювана величина (її 
алфавіт), у вихідний алфавіт вимірювального приладу – множину відлічува-
них значень стрілки приладу. Кодування відбувається в мікрофоні, в якому 
кожному певному значенню повітряного тиску (первинний алфавіт) відпо-
відає певне значення струму в колі мікрофона (вторинний алфавіт) тощо. 

Дуже важливим параметром кодування є обсяг первинного та вто-
ринного алфавіту – кількість різних символів, з яких будується повідом-
лення і які відрізняються один від одного тими чи іншими фізичними 
ознаками. Наприклад, китайський алфавіт містить декілька десятків тисяч 
елементів (ієрогліфів), а український – лише 33 знаки. 

В окремому випадку кількість елементів у первинному і вторинному 
алфавітах може бути однаковою. 

При побудові кодів не має значення, якими фізичними параметрами 
відрізняються один від одного елементи алфавіту. Однак для побудови ко-
дуючих пристроїв це є істотним. 

Якщо повідомлення має бути передано електричним каналом зв'язку, 
а алфавіт складено з неелектричних елементів, то необхідно шляхом коду-
вання перетворити алфавіт, складений з елементів, що відрізняються між 
собою неелектричними параметрами (наприклад, літери алфавіту – фор-
мою), в алфавіт такого самого обсягу, елементи якого відрізняються між 
собою за яким-небудь електричним параметром – струмом, напруженістю 
електричного чи електромагнітного поля тощо. Інакше кажучи, для ство-
рення вторинного алфавіту в такому разі слід перетворити неелектричні 
параметри в електричні, здійснивши модуляцію одного з параметрів елект-
ричного стану кола, тобто утворити електричні сигнали. 

Таким чином, перетворення повідомлення, поданого у вигляді набо-
ру елементів, що мають неелектричні параметри, на повідомлення, подане 
елементами алфавіту, складеного з різних (за параметрами) електричних 
сигналів, включає три операції: 1) кодування; 2) перетворення неелектрич-
ної величини в електричну; 3) модуляцію. 

Кодування визначає математичну, а модуляція - фізичну сторони 
процесу перетворення повідомлення на електричні сигнали.  

Розглянемо методику перетворення дискретного повідомлення, запи-
саного знаками українського алфавіту, на відповідні електричні сигнали. 

Для побудови коду дуже зручно кожній літері алфавіту надати цифру 
й оперувати не літерами, цифрами та розділовими знаками даного алфаві-
ту, загальна сума яких дорівнює обсягові вихідного коду, а лише числами: 

 

А Б В Г Д Е Є Ж З И І Ї … 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 … 
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При цьому ми перетворили елементи одного алфавіту на елементи чи 
комбінації елементів іншого алфавіту, в загальному випадку, з іншим обся-
гом. Комбінація, чи сукупність елементів алфавіту, що відбиває одне по-
відомлення, називається кодовою комбінацією. 

Тепер при передаванні будь-якого тексту будемо передавати послідо-
вний ряд чисел, але при цьому більше значення має те, за якою системою 
побудовано числення. Так, у звичній для нас десятковій системі числення є 
десять відмінних один від одного знаків, з яких може бути побудовано будь-
яке число (обсяг алфавіту дорівнює десяти): 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 

Але можуть бути й інші системи числення. П'ятіркова система чис-
лення передбачає наявність п'яти різних знаків для написання будь-якого 
числа – 0, 1, 2, 3, 4; трійкова система має три різних знаки – 0, 1, 2; двійко-
ва система числення має два різних знаки – 0, 1. 

Кількість різних знаків даної системи числення (обсяг коду) назива-
ється її основою. Так, у десятковій системі числення основа дорівнює де-
сяти, у двійковій – двом тощо. 

У будь-якій системі числення кожне число N, відмінне від нуля, мо-
жна записати як 

0
c1

1
c2

2
c3

1
c ...... mkmkmkmkN i

i ++++= − ,   (1.25) 
де 1

c
−i

imk  - знаки (цифри) даної системи числення, що показують число в i-
му розряді; тс - основа системи числення. 

Наприклад, число 105 у десятковій системі числення можна записати 
так: 105 = 1·102 + 0·101 + 5·100 . 

У двійковій системі числення те саме число запишемо в такому ви-
гляді: 

(105)10 = 1·26 + 1·25 + 0·24 + 1·23 + 0·22 + 0·21 + 1·20 = (1101001)2. 
Ряд чисел, записаних у десятковій та двійковій системах числення, 

відповідно має вигляд 
 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 … 
0 01 10 11 100 101 110 111 1000 1001 1010 1011 … 

 

Легко визначити максимальне число, котре може бути записано за-
даною кількістю знаків (розрядів) в якій-небудь системі числення: 

1cмакс −= nmN , 
де максN  – максимальне записане число. 

Загальна ж кількість різних чисел (з урахуванням нуля) 
nmN = . 

Наприклад, двома знаками в різних системах числення можна запи-
сати такі максимальні числа: 

у десятковій системі 102 – 1 = 99; 
у двійковій системі 22 – 1 = 3. 
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Із розглянутого видно, що чим більше основа системи числення т, 
тим менша кількість знаків потрібна для запису одного й того самого чис-
ла, але, разом з тим, зростає кількість різних знаків системи. 

Будь-яке число у двійковій системі числення записується у вигляді 
комбінації з двох відмінних один від одного знаків 0 та 1 і являє собою 
комбінацію елементів двійкового коду. Якщо потрібно передати це число 
каналом зв'язку, то його слід перетворити на таку саму комбінацію двох 
значень якого-небудь параметра переносія електричної енергії. 

Наприклад, число десять у двійковій системі числення має вигляд 
1010. Джерелом енергії є генератор постійного струму. Нехай одиниці од-
нополюсного телеграфування відповідає струмова, а нулю - безструмова 
посилка. Тоді вказане число у вигляді електричних посилок може бути по-
дане так, як показано на рис. 1.7, а. За двополюсної роботи запис того са-
мого числа наведено на рис. 1.7, б. 

 
 
 
 
 

а)      б) 
 

Рисунок 1.7 - Передавання двійкових чисел 
 

Отже, будь-яке число можна передати на сусідню станцію у вигляді 
кодової комбінації елементарних (найбільш коротких) посилок. Кожна 
елементарна посилка є елементом коду, тобто знаком даного алфавіту. В 
двійковому коді елементарна посилка може набувати двох станів, відмін-
них один від одного за якоюсь фізичною ознакою, наприклад, струмовий і 
безструмовий, позитивний і негативний. 

Відмінність між станами елементарних посилок дає змогу приймаль-
ному пристрою розрізняти їх між собою, тобто прочитати записані у двій-
ковій системі числення числа. 

Розглянемо двійковий код (код, побудований за двійковою системою 
числення), число елементів в комбінації якого не перевищує п'яти. Макси-
мальне число, яке можна записати, використовуючи не більше п'яти знаків, 

максN  = 25 - 1 = 31. 
Пронумеруємо знаки первинного алфавіту в двійковій системі чис-

лення 
 

А Б В Г Д Е Є Ж … 
1 10 11 100 101 110 111 1000 … 

 

і подамо числа у вигляді комбінацій елементарних посилок (рис. 1.8). Це 
буде нерівномірний код, оскільки в ньому не всі числа подано однаковою 
кількістю елементарних посилок. 
 

1 0 

t t 

1 1 10 0
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Рисунок 1.8 – Кодові сигнальні конструкції 
 

Оскільки комбінації посилок проходять одна за одною безперервно, 
то на станції приймання важко визначити початок і кінець кожної комбіна-
ції, що є вкрай необхідним, аби прочитати записані числа. Задача значно 
спрощується, якщо комбінації, що належать до кожного з ряду переданих 
чисел, будуть розпочинатися через проміжки часу. Для цього доповнимо 
кожну комбінацію до максимально можливої кількості елементарних по-
силок – п'яти і дістанемо двійковий п'ятизначний рівномірний код. Вини-
кає питання: з якого боку слід розміщувати елементарні посилки, яких 
бракує, – ліворуч чи праворуч від записаної комбінації – і який стан («0» 
чи «1») повинен мати ці відсутні елементарні посилки? 

Дивлячись на написаний ряд чисел, бачимо, що кожне число розпо-
чинається з одиниці й відрізняється від іншого числа кількістю знаків, до-
даних праворуч від першого знака. Отже, аби не порушувати закономірно-
сті накреслення окремих чисел і зрівняти число розрядів у кожному числі, 
знаки, яких бракує, мають бути нулями, і додавати їх слід ліворуч. 

Для визначення меж комбінацій, що належать до різних чисел, до-
статньо відраховувати на станціях передавання та приймання однакові від-
ліки часу. Ці функції виконують розподілювачі передавання та приймання. 

Таким чином, для одержання рівномірного коду доводиться не пере-
давати каналом зв'язку низку посилок, зовсім не потрібних для запису чи-
сел. Незважаючи на цей недолік, рівномірний код, що спрощує приймаль-
ний пристрій прикінцевого апарата, набув широкого розповсюдження в 
системах передавання дискретної інформації. 

З нерівномірних кодів набули широкого застосування код Морзе та 
кабельний код. 

Код Морзе будується за двійковою системою числення (рис. 1.9), 
причому знакам, що найчастіше зустрічаються в даному алфавіті, нада-
ються числа, записувані мінімальною кількістю елементарних посилок 
(враховується статистика даної мови, для коду Морзе – англійської). Для 
передавання кодом Морзе, з урахуванням прогалин, потрібно в середньому 
близько 9,5 t0 на кожний знак, де t0 – тривалість елементарної посилки. Пе-
реваги коду Морзе – легка запам'ятовуваність, можливість запису найпрос-
тішими засобами та приймання на слух у разі сильних завад. 

 

t 

t 

А Б В Г Д Е  

А Б В Г Д Е
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Рисунок 1.9  - Сигнальні кодові конструкції при двопозиційних сигналів 
 

У кабельному коді (рис. 1.10) точка записується позитивною  посил-
кою, тире – від'ємною і прогалина – безструмовою. Таким чином, кабель-
ний код є трійковим кодом, побудованим на трійковій системі числення 
(має три різних знаки для записування чисел). На кожний знак первинного 
коду припадає в середньому близько чотирьох елементарних посилок. Таке 
різке зменшення кількості елементарних посилок у кодовій комбінації по-
яснюється застосуванням трійкової системи числення. Застосовується ка-
бельний код за малого рівня завад у каналі зв’язку, оскільки його завадос-
тійкість значно нижче ніж у двійкового коду. 

Оптимальним  називається такий код, у якого середнє число елемен-
тів є мінімальним. Зрозуміло, що в такому разі знаки первинного алфавіту, 
які найчастіше зустрічаються, мають записуватись меншою кількістю еле-
ментарних посилок, тобто оптимальний код не може бути рівномірним. 
Наприклад, код Морзе є оптимальним у такому розумінні для англійської 
мови (для української мови відміна від оптимальності становить 8%). Од-
нак у ньому після кожного знаку йде прогалина з трьох елементарних по-
силок, що знижує ефективність коду. Було б доцільно побудувати нерів-
номірний оптимальний код без прогалин поміж комбінаціями. 

Для оцінки ступеня оптимальності коду слід знати ту межу, до якої 
треба наблизитись, зменшуючи кількість елементів вторинного коду на 
кожний знак переданого повідомлення (первинного коду). 

Відомо, що для передавання повідомлення, записаного алфавітом, 
який містить т різних літер, потрібно не менш ніж Н двійкових одиниць 
(елементів) на літеру. При цьому Н визначається за формулою: 

∑
=

=
m

i
ii ppH

1
2log  

літеру
біт)(од.дв.

, 

де ip  – ймовірність появи і-ї літери в повідомленні. Всі рі пов'язані між со-
бою співвідношенням 

∑
=

==
m

i
ipH

1
1. 

При цьому 0 ≤ рі ≤ 1. 
Якщо в повідомленні міститься одна літера, ймовірність появи якої 

дорівнює одиниці, а ймовірність появи решти т – 1 літер дорівнює нулю, 
то 

t0 

8 t0 
t t 

4 t0 

А Е 
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( ) 00log0...0log01log1 222 =⋅++⋅+⋅−=H , 
тобто ентропія повідомлення дорівнює нулю. Передавати таке повідом-
лення немає необхідності, оскільки воно заздалегідь відоме одержувачеві. 

Припустимо, що в повідомленні поява всіх т літер є рівноймовір-
ною. Звідси рі = 1/т, 

m
mn

m
mmmm

H 2222 log1log1log11log1
=−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−= . 

Ентропія при цьому буде максимальною. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 1.10 -  Сигнальні кодові конструкції за різної позиційності 
 

К. Шеннон показав, що передане повідомлення може бути закодова-
не таким чином, щоб середнє число двійкових одиниць на літеру повідом-
лення скільки завгодно наближалось до ентропії даного повідомлення. Але 
це число не може бути меншим за ентропію. Отже, знання значення ентро-
пії дає змогу оцінити ступінь наближення використовуваного коду до оп-
тимального. 

Ентропія Н джерела повідомлень телеграфного тексту для українсь-
кої мови визначається статистичними дослідженнями декількох тисяч те-
леграм. Ймовірності використання різних літер є різними. Наприклад, 
р(пропуск) = 0,17; р(0) = 0,078; р(а) = 0,0626 тощо, причому ( )∑ =1ip  (без 
урахування ймовірностей проходження літерних з’єднань). 

На підставі одержаних вище даних Н = 4,363 біт/літеру. 
Із розглянутого видно, що кількість інформації, що міститься в кож-

ному знакові алфавіту, залежить від обсягу даного алфавіту та ймовірнос-
тей появи різних літер. 

Наприклад, у двійковому алфавіті з рівноймовірними знаками 

знак
біт1log2 ==H , тобто кожний елемент двійкового коду містить один біт 

інформації. Якщо ж основа коду т > 2, то кожний елемент такого коду міс-
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тить більшу кількість біт інформації, що дає можливість підвищити ефек-

тивність системи зв'язку. Якщо  т = 32, то === 5
22 2loglog mH  

знак
біт5= . 

Однак зі зростанням т кількість інформації, що припадає на кожний 
знак алфавіту, зростає за логарифмічним законом, а складність апаратури – 
за лінійним. Тому, з точки зору простоти апаратури, найбільш вигідним є 
використання двійкових кодів. При двійковій системі дуже просто реалі-
зуються схеми запам’ятовування, комутації, кодування тощо. Крім того, 
елементарні посилки двійкового коду мають найбільшу завадостійкість. 
Через це в сучасних апаратах системи передавання дискретної інформації 
переважно застосовуються двійкові коди. Розглянемо один зі способів по-
будови оптимального двійкового коду. Було відзначено, що оптимальним 
може бути лише нерівномірний код. При цьому літерам, що найбільш час-
то зустрічаються, надаються найбільш короткі кодові комбінації. 

Для визначення меж поміж кодовими комбінаціями можна скориста-
тися двома способами: 

1) після кожної комбінації передбачається знак поділу (саме так по-
будовано код Морзе), але це збільшує довжину кодової комбінації; 

2) для кожної літери алфавіту вибирають таку послідовність двійко-
вих знаків, яка не є початком якої-небудь іншої, більш довгої, комбінації. 

Розглянемо наступний приклад. 
Приклад 10. Нехай є чотирилітерний алфавіт А1, А2, А3, А4 з ймовір-

ностями появи окремих літер 
∑ ===== 1;125,0;125,0;25,0;5,0 4321 ippppp . 

Ентропія джерела повідомлення з таким алфавітом 

( ) =⋅++−=−= ∑
=

4

1
2222 125,0log125,0225,0log25,05,0log5,0log

i
ii ppH

літеру
біт75,1325,0225,015,0 =⋅+⋅+⋅= . 

Максимальне значення ентропії, коли всі значення ip , є однаковими між 

собою, становить 
літеру
біт24loglog 22max === mH . 

Отже, надлишковість 25,075,12max =−=−= HHD .  
Для розглядуваного алфавіту найбільш простим оптимальним двій-

ковим кодом був такий: 
10,01,1,0 4321 →→→→ AAAA . 

Проте кодові позначення для А1 та А2 є початковими частинами для 
А3 та А4, тому розділити прийняті комбінації на станції приймання немож-
ливо. Комбінація 0100110 може бути розшифрована в декількох варіантах, 
наприклад: 
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0 1 0 0 1 1 0  0 1 0 0 1 1 0 
А1 А2 А1 А1 А2 А2 А1  А3  А1 А3  А4  

 

Для вибору кодових комбінацій користуються таким правилом (рис. 1.11). 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

Рисунок 1.11 – Формування слів оптимального коду 
 
Усі літери записуються в порядку спадання ймовірностей. Добута 

послідовність розбивається на дві групи так, аби сумарні ймовірності роз-
поділились між групами за можливістю рівномірно. Потім кожна підгрупа, 
в свою чергу, розбивається на дві підгрупи з дотриманням тієї самої умови 
рівності ймовірностей. Такий поділ триває до тих пір, доки в підгрупах не 
залишиться по одному повідомленню. Кодове позначення кожної підгрупи 
визначається таким чином: крок ліворуч дає цифру 0, крок праворуч – ци-
фру 1. 

Наведена вище комбінація розшифровується однозначно: 
 

0 1 0 0 1 1 0 
А1 А2  А1  А3  

 

Визначимо середню довжину кодової комбінації 

∑
=

=⋅+⋅+⋅+⋅==
m

ii pll
1i

сер 125,03125,0325,025,01  

знак
од.дв.75,175,05,05,0 =++= , 

тобто середня кількість двійкових одиниць на знак дорівнює ентропії дже-
рела повідомлень. 

Незважаючи на те, що оптимальні коди зменшують середню трива-
лість кодового слова, на практиці користуються рівномірними кодами, що 
істотно спрощує апаратуру зв'язку. 
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Отже, при передаванні кожному символу вихідного алфавіту повід-
омлень обсягу Nв ставиться у відповідність т-елементарна двійкова послі-
довність – кодова комбінація. Очевидно, що можлива кількість послідов-
ностей 

mN 20 = . 
Якщо при передаванні використовуються всі можливі кодові комбі-

нації, то код називається простим ( 0в NN = ). 
Ступінь різниці комбінацій називається кодовою відстанню. Між 

двома кодовими комбінаціями (векторами) вона визначається числом від-
мінних елементів (розрядів). Наприклад, комбінації 010 та 100 відрізня-
ються двома розрядами. 

Розглянемо деякі види векторних просторів, що використовуються у 
теорії зв’язку, та їхні метрики: 

1. Числова пряма є простором, що утворений множиною дійсних чи-
сел з метрикою 

zxd −= .     (1.26) 
2. Евклідовий простір являє собою арифметичну множину дійсних чи-

сел з метрикою 

( )∑
=

−=
n

k
kk zxd

1

2 .    (1.26а) 

3. Дискретний L-простір утворено дійсними числами і володіє мет-
рикою 

( )∑
=

−=
n

k
kk zxd

1

2 .     (1.26б) 

Цей простір виявляється дуже зручним в теорії двійкових кодів. Із ви-
разу (1.26б) виходить, що геометричною моделлю п-значного двійкового 
коду з рівноймовірними комбінаціями слугує п-вимірний гіперкуб з одини-
чними ребрами, вершини якою відповідають кодовим комбінаціям. Від-
стань між кодовими векторами чисельно дорівнює числу розрядів, в яких 
різняться між собою кодові комбінації. Враховуючи властивості додавання 
за 2mod , вираз (1.26б) можна представити у вигляді 

( )∑
=

⊕=
n

k
kk zxd

1
.        (1.27) 

Величина d в теорії кодування називається хемінговою або кодовою 
відстанню. Так, множина комбінацій (наприклад) тризначного двійкового 
коду характеризується матрицею xd , симетричною відносно діагоналі. 
Геометрично це означає, що відстань між двома п-значними кодовими 
комбінаціями дорівнює числу ребер n-вимірного гіперкуба, які лежать на 
найкоротшому шляху між відповідними його вершинами. 
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4. Простір pL -функцій, інтегрованих з р-м степенем на проміжку 
[ ]ba, , має метрику 

( ) ( ) ( )1≥−= ∫ pdttztxd p
b

a

p    (1.28) 

і являє собою узагальнення дискретного евклідового простору на безпере-
рвні функції. Якщо р = 2, то простір 2L  називається функціональним гіль-
бертовим простором. 

5. Простір pL  послідовностей дійсних чисел має метрику 

( ) ( )1
1

≥−= ∑
∞

=
pzxd p

k

p
kk    (1.28а) 

і являє собою узагальнення евклідового простору на нескінченну множину 
чисел. При р = 2 одержуємо координатний гільбертовий простір. 

6. Простір С безперервних функцій на проміжку [ ]21,TT , який задано 
метрикою 

( ) ( )tztxd −= max ,    (1.28б) 
часто використовується в різних схемах селекції сигналів за максимумом 
різницевої напруги. 

Кодова відстань дорівнює числу одиниць в кодовому слові, яке діс-
тають при сумуванні розрядів порівнюваних кодових слів за модулем два. 
Наприклад: 

0 1 0⊕ 1 0 0
 1 1 0

 

Якщо число використовуваних кодових слів вN  < 0N  (не всі можливі 
комбінації використовуються), то коди називаються надлишковими, або 
коректуючими. 

Принцип побудови корек-
туючих кодів розглянемо на 
геометричній моделі триелеме-
нтного коду (рис. 1.12), усі ві-
сім комбінацій якого можна по-
дати у вигляді точок у тривимі-
рному просторі, що збігаються 
з координатами вершин одини-
чного куба. 

Якщо для передавання ви-
користовуються усі вісім комбі-
націй, то виходить звичайний 
триелементний код. Найменша 
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Рисунок 1.12 – Геометрична модель  
триелементного коду 
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кодова відстань мiнd  – найменша відстань між двома використовуваними 
комбінаціями – дорівнює довжині ребра куба, тобто одиниці. За помилко-
вого приймання будь-якого елемента кожна комбінація переходить в іншу 
використовувану комбінацію, і помилка не може бути виявлена. При вико-
ристанні для передавання лише деяких комбінацій, наприклад, з парним 
числом одиниць (011, 101), дістанемо код виявленням однократної та три-
кратної помилок. 

Кратність помилки дорівнює кількості вірно зареєстрованих елементів 
комбінації. Найменша відстань між двома використовуваними комбінація-
ми становить дві одиниці (два ребра куба). Тому за будь-якої непарної по-
милки дозволена комбінація перетворюється на недозволену і приймаль-
ний апарат покаже на наявність помилки (наприклад, у цьому місці тексту 
віддрукується знак питання). 

За помилкового приймання двох елементів кодової комбінації (дво-
кратна помилка) одна дозволена комбінація перетворюється на іншу, та-
кож дозволену комбінацію. Отже, двократна помилка не виявляється. 

Число помилок, які виявляються, вt  та найменша потрібна відстань 
мiнd  взаємозалежні: мiнd = вt  + 1. 

Для того щоб однократна помилка могла бути не лише виявлена, але 
й виправлена, необхідно, щоб найменша відстань становила не менше 
трьох одиниць (три ребра куба). Цій вимозі задовольняє будь-яка пара то-
чок, розміщених на діагоналі куба, наприклад, 000 та 111. 

За однократної помилки, наприклад, при заміні комбінації 000 на 
комбінацію 010, одержана недозволена комбінація буде ближче до дійсної, 
а ніж до хибної (111). Це і дає можливість виправити помилку. Крім того, 
такий код виявляє без виправлення двократну помилку, оскільки за остан-
ньої здобувається недозволена комбінація. 

Число помилок, які виправляються, впt  та кодова відстань мiнd  пов'я-
зані формулою мiнd  = 2 впt  + 1. 

Таким чином, ідея двійкових коректуючих кодів полягає в тому, що 
із загальної кількості кодових комбінацій N = 2п для передавання інформа-
ції вибирається S комбінацій (S < N) так, аби за помилкового приймання С 
елементів одна використовувана комбінація не перетворилась на іншу ви-
користовувану комбінацію. Отже, коректуючі коди мають надлишковість. 

Для оцінки економічності та ефективності кодів з виявленням поми-
лок вводиться поняття коефіцієнта надлишковості ндK  та коефіцієнта ви-
явлення вK : 

S
NK

2

2
нд log

log
= ,      (1.29) 

Де  N = 2п –  загальна кількість  комбінацій, які можна  одержати  в  п-
елементному коді; S – кількість використовуваних комбінацій; 
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ML
LK
+

=в ,     (1.30) 

де L – загальна кількість помилкових комбінацій, помилка в яких може бу-
ти виявлена; M – те саме, але помилка не піддається виявленню. 
 

1.1.3. Властивості спектрів сигналу.  
Характеристики лінійних систем 

 
Поняття спектра сигналу. У техніці зв'язку використовуються си-

гнали х(t) різної форми: прямокутні, трикутні, косинус-квадратні 

( ( ) t
T

tx π
= 2cos ; 2T−  < t < 2T ) (рис. 1.13) та ін. Кожному сигналу зістав-

ляють спектр за допомогою перетворення Фур'є (точніше, прямого пере-
творення Фур'є) 

( ) ( )∫
−

ω−=ω
2

2

e
T

T

ti dttxX .    (1.31) 

Для сигналів довільної (у тому числі і нескінченної) тривалості 
останню формулу пишуть у більш загальному вигляді: 

( ) ( )∫
∞

∞−

ω−=ω dttxX tie .    (1.32) 

Інтеграли (1.31) і 
(1.32) для всіх частот  
∞− < ω <∞  визначають 

комплексну функцію 
Х(ω) - спектр, фізичний 
сенс якого стає відомим 
з доведеної в курсі ма-
тематичного аналізу 
формули зворотного 
перетворення Фур'є 

( ) ( )∫
∞

∞−

ω ωω
π

=ω dxX tie
2
1 , 

∞− < t <∞ . 
Дійсно, в останньому співвідношенні  можна приблизно – відповідно 

до методу прямокутників, згідно з яким інтегрована функція наближається 
послідовністю прямокутників (рис. 1.14), – підмінити інтеграл сумою та 
переписати це співвідношення таким чином: 

( ) ( ) ( )∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞=

ω∆ +ω∆ω∆
π
ω∆

=ω∆
π
ω∆

≈
k k

tik tkkXkXtx cos
2

e
2

 

Косинус-
квадратний 

( )Ttπ2cos  

Прямокутний 

Трикутний 

0 t 

x(t) 

2Т  2Т−  

Рисунок 1.13 – Форми сигналів 
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( )∑
∞

−∞=

ω∆ω∆
π
ω∆

+
k

tkkXi sin
2

.   (1.33) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 1.14 – Метод прямокутників 

При записі результату (1.33) було використане співвідношення Ейлера 
ziziz sincose += . 

Рівність (1.33) показує, що довільний сигнал х(t)  представимо  у ви-
гляді нескінченного набору (суми) косинусоїд і синусоїд з частотами ω∆k  
і, взагалі кажучи, комплексними коефіцієнтами. Якщо відійти від постій-
ного для всіх значень номера k  множника πω∆ 2 , то цими коефіцієнтами 
при функціях tk ω∆sin  і tk ω∆cos  слугують відлікові значення спектра 
( )ω∆kX . Отже, кожен сигнал «складається» з косинусоїд і синусоїд (точ-

ніше, є їх сумою) з відповідним чином підібраними коефіцієнтами.  
Іноді можна відмовитися від ейлерового представлення комплексної 

експоненціальної функції tik ω∆e  й обмежитися наведеним вище представ-
ленням сигналу 

( ) ( )∑
∞

−∞=

ω∆ω∆
π
ω∆

≈
k

tikkXtx e
2

, 

яке переходить в зворотне перетворення Фур’є при наближенні ω∆  до ну-
ля ( 0→ω∆ ).  

Визначення. Сукупність усіх коефіцієнтів ( )ω∆kX , ∞− < k <∞ , точ-
ніше їх граничних значень при 0→ω∆ , тобто функція ( )ωX , ∞− < ω <∞ , 
називається спектром сигналу х(t). 

Експоненціальні функції tie 1ω  і tie 2ω , 21 ω≠ω  володіють хорошою 
властивістю – ортогональністю на осі ∞− < ω <∞ . 

Визначення. Дві в загальному випадку комплексні функції F(х) і 
G(х), а < х < b називаються ортогональними на інтервалі (а, b), якщо ви-
конується рівність 

( ) ( )∫ =
b

a

dxxGxF 0 ,      (1.34) 

( )ωX  
( )ω∆kX  

( )( )ω∆+ 1kX  

ω∆k  ω∆+ )1(k  

ω∆  ω∆  

ω  
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де рискою позначено перехід до комплексно-зв'язаної величини. Зрозумі-
ло, для дійсних F(х) і G(х) рівність (1.34)  переписується  без  риски  над  
G(х): 

( ) ( )∫ =
b

a

dxxGxF 0 . 

Цій умові ортогональності задовольняють, зокрема, косинусоїди і 
синусоїди різних частот за а = - ∞,  b = ∞: 

212121 ,0sinsin,0coscos ω≠ω=ωω=ωω ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

tdtttdtt . 

Таким чином, подання сигналів за допомогою зворотного перетво-
рення Фур'є є по суті ортогональними розкладаннями. Властивість ортого-
нальності полегшує процес відшукування цих коефіцієнтів. 

Повернемося до спектрів сигналів. Припустимо, що комплексну фу-
нкцію частоти Х(ω) – спектр сигналу х(t) – можна подати у вигляді 

( ) ( ) ( )ωϕ−ω=ω iXX e ,    (1.35) 
де відповідно до теорії комплексних функцій ( )ωX  – модуль  спектра, а 
( )ωϕ  – його аргумент зі зворотним знаком. При цьому 

( ) ( ) ( )ω+ω=ω 22 BAX , 

( ) ( )
( )ω
ω

−=ωϕ
A
Barctg , 

де ( )ωA  – реальна частина ( )ωX ( ) ( )( )ω=ω XA Re ; В(ω) - уявна частина 
( )ωX ( ) ( )( )ω=ω XB Jm , тому 

( ) ( ) ( )ω+ω=ω iBAX . 
Геометричний зміст наведених вище співвідношень ілюструє рис. 1.15. 

Наділяючи ( )ωX  і ( )ωϕ  фі-
зичним змістом, ( )ωX  іноді нази-
вають амплітудно-частотною ха-
рактеристикою сигналу (АЧХ), а 
( )ωϕ  - його фазочастотною хара-

ктеристикою (ФЧХ). Така термі-
нологія є доречною; дійсно, якщо 
розглянути  довільно вибрану час-
тотну компоненту  (при 0ω=ω ) 
сигналу ( ) ( ) =ω ωϕ− tiX 0e0  

= ( ) ( ) ×ω ωϕ− 0e0
iX ( ) ( )00

0e e i ti t X − φ ωω = ω , 
то стає зрозумілим, що ( )0ωX  ви-
значає її амплітуду, а ( )0ωϕ  - початкову фазу(зі зворотним знаком).  

Дійсна вісь 

Уявна вісь 

0 ( )ωА
 

( )ωX
 

( )ωϕ−
 

B(
ω

) 

Рисунок 1.15 – Геометричний зміст 
спектра сигналу 
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Приклад 11. Як приклад досліджуємо спектр прямокутного імпульсу 
(див. рис. 1.13). Відповідно до (1.31) 

( ) ( ) =
ω−
−

=
ω−

=⋅==ω
ωω−

−

ω−
ω−ω− ∫∫ ii

dtdttxX
TiTiT

T

ti
titi

222

2

eeee1e  

ω
ω

=
2sin2 T

. 

Побудуємо графік одержаного спектру (рис. 1.16). Звернемо увагу на 
те, що цей спектр є дійсною функцією частоти (цією властивістю володі-
ють спектри всіх парних сигналів). Можна відзначити, що максимальне 
значення функція X(ω) набуває в точці ω = 0 (воно дорівнює, як легко пе-
ревірити, розкривши невизначеність за правилом Лопіталя Т); іншими сло-
вами, найбільший «внесок» при «побудові» прямокутного імпульсу вно-
сить функція tiωe  нульової частоти, так звана постійна складова. Най-
менший (нульовий) «внесок» роблять комплексні експоненти з частотами 

( )Tk /2π=ω , ...;;2;1 ±±=k  коефіцієнти в них ( )( )TkX π2  дорівнюють ну-
лю. Вплив на форму прямокутного сигналу експоненціальних функцій tiωe  
при ±∞→ω  стає все меншим. Дійсно, спектр цього сигналу наближається 
до 0 зі зростанням частоти: ( )( ) 02sin2lim =ωω

±∞→ω
T . 

Властивості спектрів. Наведемо без доказу низку добре відомих і 
важливих для подальшого властивостей спектрів: 

1. Амплітудно-частотна характеристика і реальна частина спектра 
( )ωX  довільного речовинного сигналу х(t) є парними функціями частоти, а 

його уявна частина і фазочастотна характеристика – непарними, тобто 
( ) ( ) ( ) ( );; ω−=ωω−=ω XXAA  
( ) ( ) ( ) ( ).; ω−ϕ−=ωϕω−−=ω BB   

2. Теорема 2 (масштабів). Нехай сигнал х(t)  має спектр ( )ωX . Тоді 

сигнал ( )tx α , де α  - довільне дійсне число, має спектр ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
α
ω

α
X1 . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 1.16 – Графік спектру прямокутного імпульсу 

( )ωX  

ω 

T 

0 

Т
π2

 
Т
π4

 
Т
π6

  -
Т
π4

          -
Т
π2

 -
Т
π6
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Цю теорему ілюструє рис. 1.17, де зображені прямокутні сигнали х(t) і 

( )tx α , α  = 2 (рис. 1.17, а) і відповідні до них спектри ( )ωX  і ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
α
ω

α
X1  

(рис. 1.16, б). 
Наслідок. Перехід від дійсного сигналу х(t) до інвертованого в часі 

сигналу х(– t) призводить до перетворення спектру початкового сигналу 
( )ωX  в комплексно-зв'язаний спектр ( )ωX . 

Це твердження випливає безпосередньо з теореми масштабів і наве-
деної вище властивості спектрів 1, внаслідок якого ( )ωXRe  – парна функ-
ція, а ( )ωXIm  – непарна. Дійсно, спектр сигналу х(– t) має вигляд 

( ) ( ) ( )ω=ω−+ω−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−
ω

−
XXiXX ImRe

11
1 . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    а)       б) 
 

Рисунок 1.17 – Прямокутні сигнали х(t) і ( )tx α , α  = 2  

і відповідні до них спектри ( )ωX  і ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
α

ω

α
X

1
 

 
3. Теорема 3 (Релея-Парсеваля). Енергія сигналу дорівнює енергії 

його спектра, поділеної на π2 : 

( ) ( )∫ ∫
∞ ∞

∞−

ωω
π

=
0

22

2
1 dXdttx . 

Зауваження. Із останньої рівності виходить, що енергія сигналу не 
залежить від його фазочастотної характеристики, оскільки остання «не бе-
ре участі» в правій частині. 

–
Т
π4

 
Т
π4

 

-
Т
π2

 
Т
π2

 
0 

0 

ω 

ω 0 

0 Т 

Т Т/2 

t 

t

x(t) 

    x(αT), α = 2 

H(ω) 

( )αωα X1  



 52 

4. Теорема 4 (затримки). Нехай сигнал х(t) має спектр ( )ωX . Тоді си-
гнал х(t – τ) (початковий сигнал х(t), що затримався на якийсь час τ) має 
спектр ( ) ωτ−ω iX e .  

Дану тео-
рему ілюструє 
рис. 1.18. 

 
 
 

5. Теорема 5 (В. А. Котельникова). Довільний сигнал х(t), спектр 
якого ( )ωX  поза смугою частот Ω−  < ω < Ω  дорівнює 0 (такі сигнали на-
зивають смуго-обмеженими), може бути відновлений за своїми дискрет-
ними значеннями (відліками), узятими через інтервал часу,  з 

Ωπ=T  
(інтервал Котельникова), або з подвоєною верхньою частотою, оскільки  
періоду відповідає частота дискретизації 

в
в

д 221 ff
T

f =
π
π

=
π
Ω

== , 

де вf  – верхня частота в спектрі сигналу х(t), Гц. Формула відновлення си-
гналу має вигляд 

( ) ( ) ( )
( )∑

∞

−∞= −Ω
−Ω

=
k kTt

kTtkTxtx sin . 

На рис. 1.19, а наведено модуль спектра смуго-обмеженого сигналу, 
а на рис. 1.19, б  наведено його дискретні значення, взяті відповідно до те-
ореми В.А. Котельникова. 

Зауваження.  Можна показати, що сума квадратів усіх «котельни-
ковських» відліків сигналу ( ) ...,2,1,0, ±±=kkTx  пов'язана з його енергією 
співвідношенням 

( ) ( )∑ ∫
∞

−∞=

∞

∞−

=
k

dttxkTxT 22 . 

 
 
 
 
 
 
 
 

    а)        б) 
Рисунок 1.19 – Модуль спектра смуго-обмеженого сигналу  

та його дискретні значення 

( )ωX  

ω 0 Ω -Ω 0 t 

x(t) 

T = π / Ω 

-T 2T 3T 

x(2T) x(T) 

x(0) 

 
Лінія затримки на час τ 

( )tx  

( )ωX  

( )τ−tx  

( ) ωτ−ω iX e  
Рисунок 1.18 – Проходження сигналу через лінію затримки  

на час τ 
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6. Теорема 6 (щодо згортки). Нехай маємо два сигнали ( )tu  і ( )tv . 
Введемо третій сигнал ( )tw  за допомогою так званої формули згортки 

( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

ττ−τ= dtvutw . 

Тоді спектри сигналів ( )tu , ( )tv  та ( )tw  пов'язані співвідношенням 
( ) ( ) ( )ωω=ω VUW . 

7. Теорема 7 (диференціювання). Якщо сигнал х(t) має спектр ( )ωX , 
то похідна сигналу 

( ) ( )tx
dt
dtx =′  

має спектр ( )ωωXi . 
8. Теорема 8 (зсуви спектра). Множення сигналу х(t) зі спектром 

( )ωX  на функцію t0cos2 ω  або t0sin2 ω  призводить до таких результатів: 

( ) ( ) ( );ecos2 000 ω−ω+ω+ω=ω∫
∞

∞−

ω− XXdtttx ti  

( ) ( ) ( ).esin2 000 ω−ω+ω+ω=ω∫
∞

∞−

ω− iXiXdtttx ti  

Передавальні функції та імпульсні  реакції  лінійних систем. 
Визначення. Лінійною системою (ланцюгом) називають «чорний 

ящик» (пристрій з входом і виходом, внутрішня структура якого може бути 
невідомою) (рис. 1.20), що задовольняє умовам: 

1) якщо сигнал х(t) на вході «чорного ящика» породжує  сигнал ( )ty  
на його виході, то при подачі на вхід сигналу ( )txα , constα = , на виході 
одержимо ( )tyα ; 

 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 1.20 – Лінійна система 

 
2) якщо сигнали ( )tx1  і ( )tx2  на вході «чорного ящика» породжують 

на виході сигнали ( )ty1  і ( )ty2  відповідно, то при подачі на вхід сигналу 
( )tx1  + ( )tx2  на виході одержимо ( )ty1  + ( )ty2 . 

( )th , 
( )ωH  

Вихід Вхід 

 
( )
( )ωY
ty

   
( )
( )ωX
tx
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Якщо лінійна система задовольняє умові стаціонарності, тобто її вла-
стивості і параметри незмінні в часі, то сигнали на її вході х(t) і на виході 
( )ty  пов'язані згадуваним вище співвідношенням згортки  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫
∞

∞−

∞

∞−

ττ−τ=ττ−τ= dtxhdthxty , 

де ( )th  – імпульсна реакція цієї системи. Нагадаємо, в чому суть поняття  
«імпульсна реакція». 

Визначення. Імпульсною реакцією називають відгук системи 
(рис. 1.21, б) на вхідну дію у вигляді δ-функції (рис. 1.21, а) - нескінченно 
короткого імпульсу нескінченно великої амплітуди, що має одиничну 
площу (див. рис. 1.22, на якому зображена послідовність прямокутних ім-
пульсів зростаючої амплітуди Tk  й спадної тривалості ...,,2,1, =kkT  які 
переходять у межі за ∞→k  в  δ-функцію). 

Якщо імпульсна реакція характеризує поведінку лінійної системи в 
часовій області, то для її опису в частотній області використовують пере-
давальну функцію. 

Визначення. Перетворення Фур'є від імпульсної реакції називають 
передавальною функцією 

( ) ( )∫
∞

∞−

ω−=ω dtthH tie . 

Через згадану вище теорему про згортання між вхідним і вихідним 
спектрами лінійної стаціонарної системи (таку систему часто називають 
системою з інваріантними в часі параметрами) існує надто простий зв'язок 
(див. рис. 1.20): 

( ) ( ) ( )ωω=ω HXY . 
 

а) 
 
 
 
 
б) 
 
 
 
 
 
 
 
Рисунок 1.21 – Імпульсна реакція                Рисунок 1.22 – Послідовність                    
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Зауваження. Іноді передавальну функцію вводять за допомогою 
останньої рівності, визначаючи цю функцію як відношення спектра на ви-
ході лінійної стаціонарної системи до спектра на вході цієї системи: 

( ) ( ) ( )ωω=ω XYH . 
Зауваження. Безпосередньою перевіркою можна установити, що па-

рній імпульсній реакції ( )th  відповідає парна дійсна передавальна функція 
( )ωX , а непарній імпульсній реакції – уявна передавальна функція. За ана-

логією з амплітудно- і фазочастотними характеристиками, якими характе-
ризується спектр довільного сигналу, для передавальної функції лінійної 
системи 

( ) ( ) ( )ωϕ−ω=ω ieHH  
вводять амплітудно-частотну характеристику (АЧХ) ( )ωH  і фазочастотну 
характеристику (ФЧХ) ( )ωϕ .  

Оскільки неспотворююча (ідеальна) передавальна функція повинна  
тотожно дорівнювати 1 (при цьому спектри, а значить і сигнали, на виході 
лінійної системи збігаються): 

( ) ,1iд =ωH  ∞−  < ω < ∞ , 
то для неспотворюючих АЧХ, ФЧХ і ГЧП одержуємо співвідношення 

( )
( )
( ) ⎪

⎭

⎪
⎬

⎫

∞<ω<∞−=ωτ
∞<ω<∞−=ωϕ
∞<ω<∞−=ω

.,0
,,0
,,1

iд

iд

iдH
 

Проте на практиці, посиленням (послабленням), а також запізнюван-
ням сигналу (при збереженні його форми незмінною) у багатьох випадках 
можна нехтувати і систему з передавальною функцією 

,const,e 0 =ωτ− AA i const0 =τ  вважати неспотворюючим ланцюгом. Тому за 
«ідеальні» часто розглядають характеристики, наведені на рис. 1.23: 
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Якщо порушується хоча б одна із цих умов, вихідний сигнал відріз-
няється формою від вхідного. Так, спотворення АЧХ типу «завал» високих 
частот призводить до подовження часу наростання фронтів імпульсів 
(фронти стають пологими). До збільшення тривалості фронтів призводять 
також спотворення ФЧХ або ГЧП. Характерною ознакою спотворень ФЧХ 
або ГЧП є поява асиметрії вихідного сигналу за умови, що вхідний сигнал 
був чітко симетричним. Зупинимося докладніше на питанні дії на сигнали, 
що передаються, спотворень АЧХ і ФЧХ (так званих лінійних спотворень). 
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Рисунок 1.23 – «Ідеальні» характеристики 
 

Заважаюча дія спотворень АЧХ. Виникаючі в реальних ситуаціях 
спотворення АЧХ різноманітні. Нижче ми вивчимо (в ідеалізованому ви-
гляді) один із найпоширеніших видів спотворень АЧХ – «завал» високих 
частот. На практиці при передаванні дискретної інформації значно викори-
стовуються сигнали прямокутної форми. Що відбувається з сигналом тако-
го типу при проходженні через так званий «ідеальний» фільтр нижніх час-
тот (АЧХ цього фільтра показана на рис. 1.24). Фазочастотну характерис-
тику «ідеального» фільтра вважають рівною 0, отже, фазочастотних спо-
творень фільтр не вносить. 

Проте його АЧХ, що дорівнює 1 в ін-
тервалі 0 < ω < Ω, обертається в 0 для всіх 
частот, більш ніж Ω. Вхідні сигнали по-
збавляються високих частот при прохо-
дженні через такий фільтр, що призво-
дить до характерних змін форми, напри-
клад, прямокутного імпульсу (рис. 1.25, 
де наведено вхідний ( )tx  і вихідний ( )ty  
сигнали «ідеального» фільтра). Фронт ви-

хідного імпульсу виявляється пологим, формула для тривалості фронта має 
вигляд 

вфр 21 ft = ,     (1.36) 
де вf  - верхня частота смуги пропускання, тобто πΩ= 2вf . Оскільки ін-
тервал часу Т, яким відокремлені один від одного відліки смуго-
обмеженого сигналу з верхньою частотою вf  взяті відповідно до теореми 
Котельникова, визначається рівністю в21 fТ = , то співвідношення (1.36) 
можна переписати так: Тt =фр . Остаточний висновок можна сформулюва-
ти таким чином: тривалість фронту на виході «ідеального» фільтру дорів-
нює інтервалу Котельникова. Позначена буквою а амплітуда так званого 
першого викиду складає 9% сталого значення; вона не залежить від вели-

ω 0 

А 

τ 0
 

( )ωiдH  

( )ωτiд

( ) 0iд ωτ=ωϕ

ω Ω 0 

1 

Н(ω) 

Рисунок 1.24 – АЧХ «ідеального» 
фільтра  нижніх частот 
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чини вf : зі зростанням вf  частота коливань на вершині прямокутного ім-
пульсу зростає (вона дорівнює 2 вf ), а амплітуда залишається незмінною – 
так виявляється добре відоме явище Гіббса (див. рис. 1.25). Відзначимо, 
що незалежність амплітуди першого викиду від вf  має місце лише для 
прямокутних імпульсів достатньо великої тривалості, коли перехідні про-
цеси, породжені кожним із фронтів імпульсу, не роблять помітного впливу 
один на одного. Згадана незалежність а від вf  виконується в точності у пе-
рехідній характеристиці «ідеального» фільтра. В зв'язку з цим нагадаємо 
поняття перехідної характеристики. 

Визначення. Перехідною хара-
ктеристикою ( )tp  називається від-
гук лінійної системи на включення 
напруги – «сходинку», тобто сигнал 

( )
⎩
⎨
⎧

≥
<

=
.0,1
,0,0

t
t

tx  

Відзначимо, що іноді перехід-
ну характеристику визначають як 
граничну реакцію системи на прямо-
кутний імпульс, фронт якого з'явля-
ється в нульовий момент часу, а зріз 
прагне до «плюс нескінченності». 

Відомо, що імпульсна реакція 
системи є першою похідною її пере-
хідної характеристики 

( ) ( ) dttdpth = . 
Для передачі даних і телегра-

фії особливо важливу роль відіграє 
формула (1.36), оскільки вона обме-
жує знизу тривалість використовуваних одиничних інтервалів або зверху 
швидкість модуляції. Дійсно, при використанні посилок (одиничних еле-
ментів), коротших, ніж фрt , на виході «ідеального» фільтра з частотою зрі-
зу вf  стале значення сигналу М, що відповідає його плоскій вершині, вза-
галі не може бути досягнуте. Ця ситуація породжує добре відомі в теле-
графії характеристичні спотворення. 

Вплив першого викиду, що заважає, позначається не стільки при пе-
редачі телеграфних сигналів, скільки при трансляції рухомих і нерухомих 
зображень (телебачення і фототелеграф). Цей вплив виявляється в харак-
терній окантовці ліній, що знаходяться на межі чорного і білого. 

Заважаюча дія спотворень ФЧХ. Розглянемо рис. 1.26, а, де наве-
дено парно-симетричну щодо точки 0tt =  імпульсну реакцію, і порівняємо 
її із зображеною на рис. 1.26, б імпульсною реакцією, що не володіє подіб-
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ною симетрією. Що можна сказати про частотні характеристики лінійних 
систем з такими імпульсними  реакціями? 

Лінійна система з імпульсною реакцією, яка позбавлена парної симе-
трії, має спотворюючу ФЧХ. Ця властивість імпульсної реакції дозволяє 
легко «діагностувати» спотворення ФЧХ. 

Надто важливим є характер впливу спотворень ФЧХ на максимальне 
за абсолютною величиною значення імпульсної реакції. Справедливе на-
ступне твердження: максимальне за абсолютною величиною значення ім-
пульсної реакції системи з лінійною ФЧХ 0tω  (воно реалізується за 0tt = , 
див. рис. 1.26, а) ( ) ( )00 thth = 5 більше або рівне максимальному значенню 
модуля імпульсної реакції ( )thсп  (рис. 1.26, б) лінійної системи з тією ж 
АЧХ, але з довільно вибраною спотворюючою ФЧХ,  тобто 

( )0спmax thh ≤ , 
де 

( ) ( )1спспспmax max ththh
t

==
∞∞−

. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   а)      б) 
Рисунок 1.26 – Парно-симетрична щодо точки t = t0 імпульсна реакція 

 
Це явище істотно впливає на високошвидкісне передавання дискрет-

ної інформації, оскільки максимальне значення відгуку еквівалентного ка-
налу зв'язку (що містить разом з дійсним каналом формуючий фільтр пе-
редавача і узгоджений фільтр приймача) є звичайно «переносієм» інфор-
мації. Тому зменшення за абсолютною величиною цього значення викли-
кає зменшення відношення сигнал-шум , тобто зниження достовірності. 

З позицій передавання телеграфних посилок зменшення максимуму 
(пікового значення) імпульсної реакції також небажане через збільшення 
тривалості їхніх фронтів. Дійсно, тривалість фронта обернено пропорційна 
його крутизні, тобто першій похідній, яка дорівнює максимальному зна-
ченню імпульсної реакції. 
                                                 
5 Можна показати, що максимальне за абсолютною величиною значення імпульсної ре-
акції системи з лінійною ФЧХ завжди позитивне. 
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Перейдемо до ще одного важливого ефекту, що породжується спо-
твореннями ФЧХ. Для його викладу знадобляться наступні, добре відомі 
факти. По-перше, енергія імпульсної реакції дорівнює енергії передаваль-
ної функції поділеній на 2π): 

( ) ( )∫∫
∞

∞−

∞

∞−

ωω
π

= dHdtth 22

2
1 .   (1.37) 

По-друге, для смуго-обмежених лінійних систем зі смугою пропускання 
( )Ω,0 , в2 fπ=Ω  енергія імпульсної реакції може бути знайдена за її відлі-
ками ( )kTh , взятих відповідно до теореми Котельникова: 

( ) ( ) ...,2,1,0,
2
1,
в

22 ±±==
Ω
π

== ∑∫
∞

−∞=

∞

∞−

k
f

TkThTdtth
k

. 

Із наведених двох рівностей виходить, що  

( ) ( )∫∑
Ω

Ω−

∞

−∞=
ωω

π
= dHkThT

k

22

2
1 . 

Останнє співвідношення показує, що сума квадратів відліків імпульсної 
реакції, взятих з подвоєною верхньою частотою вf , визначається інтегра-
лом від квадрата АЧХ, але не залежить від форми ФЧХ. 

Відзначене вище зменшення максимального абсолютного значення 
імпульсної реакції каналу з нульовою ФЧХ при появі спотворень ФЧХ 
призведе до зростання, принаймні, деяких із відліків імпульсної реакції для 
ненульових відлікових моментів ...,2,1, ±±== kkTt . Лише при цьому су-
ма ( )kTh2  ...,1,0 ±=k  зможе зберегтися незмінною. Даний факт має важ-
ливу фізичну інтерпретацію: нелінійна ФЧХ породжує міжсимвольну  ін-
терференцію,  тобто  «хвіст» з відлікових значень, що йдуть слідом за ім-
пульсним сигналом і впливають на подальший імпульсний сигнал 
(рис. 1.27). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 1.27 – Міжсимвольна інтерференція 
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У процесі розвитку техніки формування сигналів пропонувались різ-
номанітні моделі електричних сигналів та інформаційних каналів. Спочат-
ку при аналізі лінійних електричних кіл в усталеному режимі роботи за-
стосовувалась надто спрощена аналітична модель: сигнали й завади пода-
вались у формі гармонічного коливання певної частоти чи сукупності не-
значної кількості гармонічних коливань різних частот. Потім сигнали й за-
вади стали описувати за допомогою ряду чи інтеграла Фур’є, проте їхній 
випадковий характер не враховувався.  

Як зазначено вище, детермінована, тобто попередньо відома функція 
часу не може слугувати як переносій інформації. Тому інформаційні про-
цеси в каналах зв’язку принципово потребують використання ймовірніс-
них моделей. Випадковий часовий процес ( )tf  являє собою множину фун-
кцій параметра t  із заданою на цій множині ймовірнісною мірою. Випад-
кові процеси можна скласифіковувати за різноманітними ознаками. 

Скажімо, за часовою структурою розрізняють дискретні й непере-
рвні процеси; за ступенем стійкості ймовірнісних характеристик у часі – 
стаціонарні й нестаціонарні процеси; за ступенем відповідності числових 
характеристик за множиною й за часом – ергодичні й неоргодичні проце-
си тощо. 

На початку 30-х років минулого сторіччя В.І. Сіфоров уперше вико-
ристав апарат теорії ймовірностей для розв’язання завдання завадостійкос-
ті зв’язку. 1933 року В.А. Котельниковим було введено більш складну ста-
ціонарну модель сигналів з обмеженим спектром. При цьому було викори-
стано лінійну модель інформаційного каналу типу фільтра нижніх частот. 

Розвинення кібернетики спричинилося глибоким впровадженням 
ймовірносних методів у теорію зв’язку. К. Шеннон запропонував розгля-
дати процес передавання інформації як випадкове вибирання реалізацій 
сигналів з алфавіту джерела; при цьому власне сигнал та канал зв’язку 
описувались моделлю Котельникова. 

Наприкінці 50-х років XX сторіччя була запропонована нестаціонар-
на модель електричних сигналів та лінійну модель інформаційного каналу 
з обмеженим власним інтервалом кореляції. 

Одне із провідних положень теорії зв’язку полягає в тім, що сигнал 
( )tuc  розглядається як випадковий процес, утворений кінцевою множиною 

детермінованих функцій часу ( ){ }tu kc , називаних реалізаціями сигналу. Ко-
жна реалізація характеризується ймовірністю появи ( )mkPk ,...2,1= , а ан-
самбль реалізацій утворює скінченну систему подій. 

Подібна модель є цілковито слушна й для завад. 
У дискретних каналах реалізація сигналу ( )tu kc  являє собою п-

цифрові послідовності елементарних сигналів тривалістю 0t , які відбива-
ють кодові символи, тобто набувають з певною ймовірністю одне з т зна-
чень основи коду. За математичного опису елементарного сигналу вважа-
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тимемо його за випадкову функцію часу, задану на інтервалі ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
,

2
00 tt , 

тобто будемо проводити відлік часу від середини даного елемента. Зміню-
вання станів елементарних сигналів (змінювання значення т) являє собою 
процес маніпулювання сигналом. Скажімо так, літера К за міжнародним 
кодом № 2 для стартстопних телеграфних апаратів має сигнальну реаліза-
цію ( )tu kc = 10011, а літера Ф – реалізацію ( )tu lc = 01110. 

Кількість елементарних сигналів, що передаються за 1 с, характери-
зує швидкість модуляції, вимірювану в бодах: 

0

1
t

B = .     (1.38) 

Якщо, наприклад, 0t  = 10 мс, то B  = 100 Бод. Зазначимо, що величина 
B  описує швидкість передавання сигналів; поряд з цим слід розрізнювати 
швидкість передавання інформації іV , яка у загальному випадку не збіга-
ється з B .  

Прості й складні сигнали. Переважна більшість існуючих дискрет-
них систем зв’язку використовує прості сигнали, в яких елементарні сиг-
нали є відліки гармонічних коливань: 

( ) 0максcc 0,cos tttUu k ≤≤ϕ+ω= . 
Внаслідок модуляції можуть змінюватися амплітуда (системи АМ), 

частота (системи ЧМ), фаза коливань (системи ФМ). Для двійкових систем 
реалізації елементарних сигналів мають вигляд: 

для систем АМ 
( ) ( ) 0;cos 2максc1c =ϕ+ω= tutUu c ;   (1.39) 

для систем ЧМ 
( ) ( ) ( )ϕ+ω=ϕ+ω= tUtutUu 2максc2c1максc1c cos;cos ;       (1.40) 

для систем ФМ 
( ) ( ) ( ) ( )tutUtutUu c12максc2cмаксc1c cos;cos −=π+ϕ+ω=ϕ+ω= .   (1.41) 

Трапляється іноді, що елементарний сигнал не є відлік гармонічного 
коливання. а є відлік модульованого за певним законом коливання. Сигна-
ли, утворені такими елементами, будемо називати складними сигналами. 
До них належать сигнали в каналах із завмираннями, сигнали в системах 
АІМ, сигнали з модуляцією несучої частоти за лінійним законом та ін. 

1.1.4. Канонічне розкладання сигналів 
 
Розвиток техніки зв’язку супроводжується все ширшим використан-

ням сигналів складної форми. Такі сигнали дозволяють послабити ефект 
багатопроменевого поширення радіохвиль, передавати мовні сигнали ка-
налами зі смугою пропускання десятки-сотні герц, підвищувати енергети-
чну прихованість каналів зв’язку, здійснювати з високою точністю вимі-
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рювання відстаней та швидкостей відносного переміщення різноманітних 
об’єктів та ін. 

При аналізуванні таких сигналів надто зручним стає метод каноніч-
них розкладань, розроблений В.С. Пугачовим. 

Випадковий процес може бути подано у вигляді скінченої чи нескін-
ченної суми елементарних випадкових функцій вигляду 

( ) ( )tAt ψ=ν0 ,       (1.42) 
де А – випадкова величина; ( )tψ  – детермінована функція часу.  

Для випадкової функції ( )t0ν  є притаманно, що особливості випад-
кового процесу – випадковість та залежність від часу – розділено: перша 
визначається величиною А, а друга – детермінованою функцією ( )tψ . 

Математичне сподівання функції ( )t0ν  буде 
( )[ ] [ ] ( )tAEtE ψ=ν0 , 

де [ ]AE  – математичне сподівання випадкової величини А.  
Якщо [ ]AE  = 0, то ( )[ ]tE 0ν  = 0 й випадкова функція ( )t0ν  має назву 

центрована. Кожну функцію ( )t0ν  можна центрувати шляхом впрова-
дження нової функції ( ) ( ) ( )[ ]tEtt 00 ν−ν=ν , тому в подальшому будемо 
розглядати лише центровані випадкові функції часу. 

Нехай функція ( )tν , яка піддається певному лінійному перетворен-
ню, описуваному оператором 0L . Тоді 

( )[ ] ( )[ ]tALtL ψ=ν 00 . 
Отже, лінійне перетворення елементарної випадкової функції зво-

диться до лінійного перетворення її детермінованої складової. Ця власти-
вість наочно відбиває аналітичну зручність методу канонічних розкладань: 
випадковий процес, який піддається лінійному перетворенню, подається у 
вигляді суми елементарних випадкових функцій, які піддаються потім за-
даному перетворенню. 

Подання сигналу ( )tuc  у вигляді 

( ) ( )∑
=

ψ=
N

k
kk tAtu

0
c       (1.43) 

має назву розкладання сигналу, випадкові величини { }kA  – коефіцієнти 
розкладання (вагові коефіцієнти), а детерміновані функції ( ){ }tkψ  - коорди-
натні функції. 

Розподіл сигналу, за якого коефіцієнти { }kA  є некорельовані, а функ-
ції ( ){ }tkψ  є ортогональні, має назву канонічне розкладання сигналу. 

Координатні функції слід обирати в такий спосіб, щоб кожний сиг-
нал та заваду можна було подати збіжним рядом (1.43), щоб вони були 
зручні з точки зору виконування математичних операцій і мали спектр 
практично скінченної ширини. 
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За розкладання випадкової функції ( )tuc  в ряд (1.43) слід враховува-
ти точність апроксимації. Помилковим є вважати, що за довільних ( )tuc  та 

( ){ }tkψ  різниця 

( ) ( )∑
=

ψ−
N

k
kk tAtu

1
c      (1.44) 

Тотожно буде прагнути до нуля зі збільшенням кількості доданків, оскіль-
ки у загальному випадку функція ( )tuc  може не відповідати вимогам аналі-
тичності, тобто може бути розривною разом з похідними будь-якого по-
рядку. Тому практично накладають певні обмеження на функцію ( )tuc , на-
приклад, вважають, що ширина її спектра є скінченна, й задаються точніс-
тю розкладання за обмеженої кількості ( ){ }tkψ . 

Одним із широко використовуваних на практиці критеріїв оцінюван-
ня різниці (1.44) є мінімальна величина інтеграла 

( ) ( )∫ ∑
−

=
ψ−=

2

2

2

1
c

0

0

t

t

N

k
kk dttAtuI . 

Вагові коефіцієнти розкладання визначаються з рівняння 

0=
kdA

dI . 

Диференціюючи і помножуючи обидві частини цього рівняння на 
функцію ( )tlψ , де Nl ,...,2,1= , дістанемо 

( ) ( ) ( )∫ ∑
−

=
=ψ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ψ−

2

2
1

c

0

0

02

t

t
l

N

k
kk dtttAtu . 

Оскільки множина ( ){ }tkψ  є ортогональна, то коефіцієнт 

( ) ( )∫
−

ψ=
2

2

c

0

0

t

t
kk dtttuA . 

Отже, канонічне розкладання забезпечує мінімальну середню квад-
ратичну помилку при подаванні сигналів та завад. 

Легко впевнитися, що подавання сигналів та завад рядом Фур’є є ка-
нонічне розкладання, коли за координатні функції ( ){ }tkψ  використову-
ються тригонометричні функції. В теорії зв’язку широко використовуване 
подавання сигналів рядом Котельникова також є канонічне розкладання з 

координатними функціями ( )
( )tktF

tktF
∆−π
∆−π

c

c

2
2sin  та ваговими коефіцієнтами, 
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порівнюваними миттєвим значенням сигналу в точках tk∆ , де інтервал t∆  
визначається граничною частотою спектра сигналу cF . 

Очевидно, що завади також можуть бути подані в канонічній формі. 
Реальні сигнали й завади є дійсними функціями часу. Проте для їх-

нього опису використовуються комплексні функції. При цьому реальний 
сигнал можна подати у два способи. За першого способу сигнал виража-
ється у вигляді суми елементарних складових, кожна з яких є комплексною 
функцією часу. За другого способу, надто зручному для опису вузько сму-
гових сигналів, сам сигнал розглядається як комплексна функція часу. 

У канонічній формі сигнал має вигляд 

( ) ( )∑
∞

−∞=

ψ=
k

kk tAtuc ,    (1.45) 

причому лінійно незалежні координатні функції ( ){ }tkψ  можуть бути дійсни-
ми й комплексними. Сигнал ( )tuc  буде дійсним, якщо лише кожен комплекс-
ний доданок ( )tA kkψ  має комплексно-спряжений доданок ( )tA kk

∗∗ψ . Для дійс-
них функцій ( )tkψ = ( )tk−ψ  і в цьому разі ( )tkψ  визначає половину внеску k-
го доданка в канонічному розкладанні сигналу (за винятком є доданок ( )t0ψ , 
який є завжди дійсним і зустрічається в розкладанні одноразово). 

Нехай kk AA −
∗ =  та ( ) ( )tt kk −

∗ ψ=ψ . Ця умова означає, що вся інформа-
ція про реальний сигнал ( )tuc  міститься в доданках з індексами 0≥k . Під-
сумовуючи ці члени, дістанемо комплексний сигнал 

( ) ( ) ( ) ( )∑
∞

=

∗+=ψ=
0

ccc
k

kk tiututAtu , 

де спряжені реалізації 

( ) ( )∑
∞

=

ω+ω=
0

ccc sincos
k

kk tkbtkatu ; 

( ) ( )∑
∞

=

∗ ω+ω−=
0

ccс sincos
k

kk tkatkbtu  

дістаються одна з одної змінюванням фаз усіх складових на 90°. Очевидно, 
що енергетичні спектри ( )tuc  та ( )tu∗

с  збігаються. 
Дістати безпосередньо комплексний сигнал ( )tuc  з дійсного сигналу 

( )tuc  можливо лише за певних обмежень, які накладаються на уявну час-
тину сигналу ( )tuc . Одне з обмежень полягає в тім, що сигнал ( )tuc  має бу-
ти аналітичною функцією (тобто мати похідні, будь-якого порядку) й може 
бути розкладений у степеневий ряд комплексного змінного ξ+= itS  у пів-
площині S, яка містить дійсну вісь t. При цьому дійсна та уявна частини 
комплексного сигналу є взаємно пов’язані перетворенням Гільберта. За 
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приклади аналітичних функцій слугують xcos , xlog  та 
x
1  (функцію 

x
1  

можна розкласти в ряд Тейлора відносно кожної точки, яка не лежить на 
початку координат, де вона є сингулярна); функція 22 ξ+= tx  є неаналі-
тична, оскільки x  не можна подати степеневим рядом за змінною x. 

Виникає питання: яке практичне значення має поняття аналітичного 
сигналу, якщо реально існують лише дійсні сигнали? Нехай ( )tu r1  та ( )tu l1  
– дійсні сигнали на вході лінійної системи. При цьому на її виході також 
будуть дійсні сигнали ( )tu r2  та ( )tu l2 . Тоді, згідно з принципом суперпози-
ції, вхідний сигнал ( ) ( ) ( )tututu lr 111 ±=  повинен утворити на виході системи 
сигнал ( ) ( ) ( )tututu lr 222 ±= , а комплексно-спряжений сигнал ( )tu∗

1  повинен 
викликати комплексно-спряжений сигнал ( )tu∗

2 . Ця властивість лінійних 
систем дістала назву спряженої симетрії. Тому можна розглядати прохо-
дження аналітичного сигналу через лінійну систему, тимчасово нехтуючи 
його комплексно-спряженим двійником і пам’ятаючи, що відповідний реа-
льний сигнал являє собою дійсну частину аналітичного сигналу. З виразу 
(1.44) випливає, що потужність аналітичного сигналу дорівнює подвоєній 
потужності реального сигналу. Отже, аналітичні сигнали можуть існувати 
лише у вигляді комплексно-спряжених пар, сума яких завжди є дійсна. 
Якщо передатна функція лінійної системи дорівнює відношенню комплек-
сних амплітуд вихідного та вхідного сигналів, то при аналізуванні прохо-
дження аналітичного сигналу через ланцюжок лінійних ланок потрібна 
операція звичайного множення, а не згортки. У цьому полягає велика зру-
чність аналітичних сигналів. 

Поняття аналітичного сигналу дозволяє подати нове тлумачення си-
гналу як інформаційного процесу. При розкладанні сигналу в ряд Фур’є  
амплітуди, частоти й фази його гармонічних складових виходять різними, 
але вони припускаються незмінними на всій осі часу. В дійсності, обвідна 
та миттєва частоти сигналу змінюються у часі. Для вузькосмугових сигна-
лів та завад, в яких середня частота спектра 0f  є значно менша за його ши-
рину f∆ , обвідна та миттєва частоти є повільно змінюваними функціями 
часу порівняно з ( )tϕcos , а отже, порівняно із самою функцією ( )tuc . Це є 
велика зручність при аналізуванні таких процесів. Виокремлення обвідної 
сигналу, миттєвих значень частоти й фази здійснюється нелінійними при-
строями – амплітудними, частотними й фазовими детекторами, які для оп-
тимального виконання власних функцій мають бути безінерційними. 

Модель аналітичного сигналу стосовно флуктуаційних процесів ви-
користовувалась С. Райсом. Пізніше В.І. Бунімович докладно вивчив її 
властивості й розвинув способи її застосування для розв’язання різномані-
тних завдань. Зокрема, при передаванні сигналу ( ) ( ) ttUtu ω= coscc  та наяв-
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ності в каналі шумів ( ) ( ) ( )[ ]tttUtu ϕ+ω= cosшш  результуюче коливання на 
вході приймача буде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ×ϕ++=+= cos2 шc
2
ш

2
cшcр tUtUtUtUtututu  

( )
( ) ( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕ+

ϕ
+ω×

cos
sinarctgcos
шc

ш

tUtU
tUt . 

Впроваджуючи різноманітні гіпотези щодо властивостей ( )tuc  та 
( )tuш , можна дістати статистичні характеристики амплітуди й фази такого 

коливання. 
Ортогональні сигнали. За подавання сигналів та завад рядом Фур’є 

кількість ненульових коефіцієнтів розкладання зазвичай є скінченна й ряд 
Фур’є перероджується у тригонометричну суму вигляду 

( ) ( )∑
=

ω+ω=
2

1

ccc sincos
k

kk
kk tkbtkatu .    (1.46) 

Для реалізації сигналів ( )tu rc  та ( )tu lc , надаваних в інтервалі ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

0

2

0

1 ,
t
k

t
k  

сумою (1.46), згідно з теоремою Парсеваля, слушним є співвідношення 

( ) ( ) ( )∫ ∑
−

=
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2

2
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Звідси випливає, що для однієї реалізації ( )lr =  

( ) ( )∫ ∑
−
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тобто середня потужність сигналу дорівнює сумі потужностей його скла-
дових за розкладання в ряд Фур’є. 

Права частина передостаннього виразу є скалярний добуток певних 

векторів sU  зі складовими 
2
ska  та 

2
skb  ( )lrS ,= . Тому інтеграл в лівій ча-

стині виразу комплексного сигналу можна назвати скалярним добутком 
реалізацій сигналу ( )tu sc , де lrS ,= . 

У теорії зв’язку значну роль відіграють ортогональні сигнали, для 
яких скалярний добуток 
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Зауважимо, що таке визначення дещо відрізняється від вживаного в 
теорії функцій, де до умови (1.47) додається друга умова: 

( )∫
−

≠
2

2

2
c

0

0

0

кожногоза01
t

t
r rdttu

t
. 

Якщо всі реалізації сигналів множини ( ){ }tu kc  є ортогональними па-
рами, то множина ( ){ }tu kc  називається ортогональною. 

Наведемо приклади систем зв’язку з ортогональними сигналами. 
Приклад 12. Системи зв’язку АМ (рис. 1.28, а). Проте в такому ви-

падку умова (1.47) не задовольняється й, отже, ортогональність таких сис-
тем в певному розумінні є умовна. 
 

 
 
 
 
 
 
   а)       г) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   б)       д) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   в) 

Рисунок 1.28 – Ортогональні сигнали 
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Приклад 13. Системи зв’язку зі спряженими сигналами (рис. 1.28, б). 
Неважко побачити, що в такому разі сума в правій частині наведеного ви-
ще виразу дорівнює нулеві. 

Приклад 14. Системи зв’язку з ЧРК. У таких системах сигнали не пе-
рекриваються в часі (рис. 1.28, в) й інтеграл (1.47) тотожно дорівнює нулеві. 

Приклад 15. Двійкові системи ЧМ (рис. 1.28, г), в яких надсилання 
можуть передаватися водночас, але їхні частоти 1ω  та 2ω  підпорядкову-
ються співвідношенням 

Насправді, вважаючи у формулі зворотного перетворення Фур’є для 
спрощення 0=ϕ , з (1.47) дістанемо 
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2
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π
ω+ω ;  20
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2
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ω−ω , 

де 1n  та 2n  – цілі числа. 
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1. Двійкові системи зв’язку ФТ (рис.1.28, д), в яких фази надсилань 
1ϕ  та 2ϕ  підпорядковуються співвідношенням 

π+ϕ=ϕ 12  та nt
ω
π

=
2

0 , 

де n  – ціле число. Обчислюючи інтеграл (1.47), з урахуванням (1.41) діс-
танемо 
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Сигнали ( )tu rc  та ( )tu lc , які задовольняють умові ортогональності, в 
разі заміни однієї з реалізацій на спряжену називаються ортогональними в 
посиленому розумінні (ортогональними за Гільбертом): 
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( ) ( ) 01 2

2
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t
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t
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За Л.М. Фінком, такі сигнали мають найбільшу завадостійкість в ка-
налах з флуктуючими параметрами і в приймальному пристрої має вико-
ристовуватися властивість їхньої ортогональності в посиленому розумінні. 

Зауважимо, що достатньою для ортогональності в посиленому розу-
мінні реалізацій сигналів ( )tu rc  та ( )tu lc  є умова неперекриваності їхніх ря-
дів Фур’є, за якої коефіцієнти розкладання 0≠rka , 0≠rkb , 0== lklk ba . 
Проте можуть існувати сигнали, для яких дотримується рівність (1.47), але 
не виконується остання рівність. Наприклад, ортогональні сигнали ЧМ та 
ФМ також є ортогональні в посиленому значенні, а спряжені сигнали ( )tu rc  

та ( )tu r
∗
c  не задовольняють останній умові . 
Розкладання сигналів та завад за ортонормованими функціями. 

Якщо множина координатних функцій ( ){ }tkψ  в канонічному розкладанні 
сигналу  

( ) ( )∑
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kk
kkr tAtu      (1.48) 

є ортогональна, то ряд (1.48) є ортогональним. Помноживши обидві части-

ни виразу (1.48) на ( )tlψ  й проінтегрувавши на інтервалі ⎟
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00 tt , діста-
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отже всі члени суми, за винятком l-го, дорівнюють нулеві внаслідок орто-
гональності множини ( ){ }tkψ , а l-й член дорівнює lA  внаслідок його нор-
мованості. 

Одержаний вираз є формули Фур’є, вагові коефіцієнти lA  – коефіці-
єнти розкладання Фур’є ( )tu rc  за системою координатних функцій ( ){ }tkψ , 
а ряд (1.48) – ряд Фур’є. 

Для математичного опису сигналів та завад стає зручним розкладан-
ня їх за ортонормованими (одиничними ортогональними) координатними 
функціями, 

( ) ( ) ,cos2;sin2 c2c12 tkttkt kk ω=ψω=ψ −  
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які мають властивості 
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При цьому коефіцієнти розкладання є 
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Реалізація флуктуаційної завади на інтервалі ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
,

2
00 tt  також може 

бути подана рядом (1.48), де коефіцієнти розкладання { }kА  набирають ви-
падкових значень. Поклавши kk сА θ= 0 , перепишемо вираз (1.48) для зава-
ди у вигляді 

( ) ( )∑
=

ψθ=
2

1

0ш
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kk
kk tсtu , 

де 0с  – сталий множник; kθ  – вагові коефіцієнти, розподілені за нормаль-
ним законом з параметрами [ ] 0=θkE  та [ ] 1=θkD . 

Визначимо 0с  з умови, що питома потужність шумів дорівнює зада-
ній величині 2

шv . Середня потужність реалізації у смузі cF  становить 
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Математичне сподівання 
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Насправді, математичне сподівання [ ]2
kE θ  = 1, а смуга пропускання cF  

практично завжди є обмежена і становить 
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kkF −−
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де 12 , kk  – цілі числа. Тому в розкладанні uш(t) можна обмежитися скінчен-
ною кількістю членів, відповідною до частот, розташованих у межах смуги 

cF . Кількість таких частот дорівнює ( )112 −− kk , причому кожній з них 
відповідають два члени розкладання вигляду ( )tA kk 1212 −− ψ  та ( )tA kk 22 ψ , які 
містять відповідно синусоїдні компоненти з непарними індексами та коси-
нусоїдні компоненти з парними індексами. Отже, загальна кількість членів 
розкладання є ( )[ ] 0c12 212 tFkk =−− . 

Питома потужність шумів 
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0
2
0

c

ш2
ш 2tc

F
PE

==ν .    (1.49) 

звідки множник 
c

2
ш

0 2T
c ν

= . 

Наведенні вище канонічні розкладання використовуються в теорії 
потенційної завадостійкості. 
 

1.1.5. Модель сигналу з обмеженим спектром 
 
В основу розглядуваної моделі сигналів, запропонованої 

В.А. Котельниковим покладено такі припущення: 
– сигнал ( )tuc  являє собою стаціонарний випадковий процес; 
– спектр сигналу є суцільний та обмежений певною частотою cF , за 

межами якої він тотожно дорівнює нулеві. 
Ця модель використовує добре розроблений математичний апарат 

стаціонарних випадкових процесів, дозволяє сформулювати низку прин-
ципово важливих положень і має фундаментальне значення в теорії ІЕС. 

Теорема Котельникова в часовому поданні. Для сигналів з обмеже-
ним спектром В.А. Котельниковим доведено таку теорему: реалізація ви-
падкового процесу ( )tu rc , задана в інтервалі ( )∞<<∞− t , яка має спектр, 
обмежений смугою частот ( )c,0 F , визначається послідовністю дискретних 
значень у точках, рівновіддалених одна від одної на інтервал часу 
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1
F

t =∆ .     (1.50) 

При цьому сигнал може бути подано рядом 
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Вираз (1.51) є канонічне розкладання сигналу  за координатними фу-
нкціями 
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з ваговими коефіцієнтами  
( )tkuA rk ∆= c  

порівнюваними миттєвим значенням сигналу в моменти часу 
c2F

ktk =∆ . 

Підкреслимо, що теорема Котельникова не накладає жодних обме-
жень щодо виду спектра функції ( )tu rc  у середині частотного інтервалу 
( )c,0 F . 

Якщо позначити tkt ∆−=θ , тобто з’єднати початок координат з 
моментом відліку tk∆ , то координатна функція 

( )
θπ
θπ

=θψ
c

c

2
2sin
F

F
k . 

Ця функція, зображена на рис. 1.29, називається функцією відліку і 
являє собою реакцію ідеального фільтра нижніх частот зі смугою пропус-
кання cF  і сталим коефіцієнтом передавання на одиничний імпульс. Тоді 
реалізацію ( )tu rc , описувану виразом (1.51), можна розглядати як реакцію 

такого фільтра на послідовність 
коротких імпульсів тривалістю 
t0 << ∆t, узятих з ваговими коефіці-
єнтами kA , які слідують один за 
одним через проміжки часу 

c2
1
F

t =∆ . Згідно з формулою 

(1.51), напруга на виході фільтра є 
сумою напруг-реакцій ( )tku r ∆c  

( )θψk . Це ілюстровано рис. 1.30. 
Якщо тривалість сигналу є 

0t , то кількість дискретних зна-
чень, які визначають сигнал на цьому проміжку, є 

0c
0

c 2 tF
t

tB =
∆

= .    (1.52) 

Отже, для відтворення функції з обмеженим спектром на інтервалі 
часу ( )0,0 t  достатньо передати 0c2 tF  незалежних значень параметрів сиг-
налу, однозначно пов’язаних з його формою. Такими параметрами можуть 
бути амплітуда, частота чи фаза спектральних складових. Тому величину 

cB  названо базою сигналу, або кількістю ступенів мірності сигналу. 
База сигналу відіграє важливу роль в теорії зв’язку. Зокрема, збіль-

шення cB  в низці випадків підвищує завадостійкість каналів, надає сигна-
лам енергетичної утаємниченості тощо. 
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Рисунок 1.29 – Координатні функції 
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Рисунок 1.30 – Геометрична модель теореми Котельникова 
 
Підкреслимо, що випадковість, яка лежить в основі інформаційних 

процесів, виявляється в значеннях ( )tku r ∆c . Для отримувача інформації 
функція ( )tu rc  є лише одна із можливих реалізацій сигналу, задана власною 
апріорною ймовірністю. 

Отже, в цій моделі сигнали розглядаються як елементи множини дете-
рмінованих функцій часу з обмеженим спектром; для подання реалізацій 
сигналів використовується ряд (1.51). Випадкова для отримувача поява 
символів алфавіту джерела й відповідних до них реалізацій сигналів утво-
рює в сукупності стаціонарний процес. 

Теорема Котельникова в частотному поданні. Вираз (1.51) описує 
розкладання сигналів у часовій області. Аналогічна теорема є слушна сто-
совно спектра сигналів: якщо функцію ( )tu rc  розміщено в інтервалі ( )21, tt , 
то її комплексна спектральна густина визначається послідовністю дискре-

тних значень, рівновіддалених одне від одного на інтервал 
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Розглянемо взаємозв’язок між теоремою Котельникова в частотному 
поданні й звичайним рядом Фур’є. Функція ( )tuc , задана на інтервалі 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
,

2
00 tt , може бути подана на цьому інтервалі інтегралом Фур’є. Якщо 

( )tuc  має комплексну спектральну густину ( )ifS rc , то її можна розкласти в 
ряд Фур’є 

( ) ( ) === ∑ ∫∑
∞

−∞=
−

ω−
∞

−∞=

ω−

k

t

t

tik

k

tik
k dtetu

t
eсtu

2

2

c
0

c

0

0

cc 1  

( )∑
∞

−∞=

ωω=
k

tikeikS
t

c
cc

0

1
,         (1.54) 

де 
0

c
2
t
π

=ω . Цей ряд, як зазначалося раніше, визначає ( )tuc  лише в інтерва-

лі ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
,

2
00 tt , а приведений інтеграл, є слушним для кожних значень t. Ви-

раз (1.52) свідчить, що розкладання функції ( )tuc  в ряд Фур’є визначає її 
через значення спектральної густини в точках відліку, рівновіддалених на 

осі частот на 
0

1
t

. 

Теорема Котельникова в часовому поданні для радіосигналів. Роз-
глянемо модульований високочастотний сигнал ( )tuc , спектр якого є об-
межений смугою частот 12c FFF −= . 

Використовуючи подавання реального сигналу через аналітичний 
сигнал, маємо 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫
Ω

Ω

Ω

Ω

Ω

Ω

ω ωωω
π

+ωωω
π

=ωω
π

=
2

1

2

1

2

1

c
ccccccccc sin1cos11 tdbtdadeiStu ti   (1.55) 

та спряжений до нього сигнал 

( ) ( ) ( )∫ ∫
Ω

Ω

Ω

Ω

∗ ωωω
π

−ωωω
π

=
2

1

2

1

ccccccc sin1cos1 tdatdbtu . 

За С. Гольдманом, вираз (1.55) являє собою перетворення Гільберта. 
Зднайдемо перетворення Гільберта координатної функції, подавши її 

у вигляді 

( )
θΩ
θΩ

=θψ
c

csin
k , 

де cс 2 Fπ=Ω . Тоді коефіцієнт 
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( ) ( ) ( )
−θ

θΩ
θΩ+ω

=θθωθψ=ω ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

dda k
c

cc
cc

sin
2
1cos  

( ) ( )21
c

cc

2
1sin

2
1 IId +=θ

θΩ
θΩ−ω

− ∫
∞

∞−

. 

Інтеграли 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

Ω−<ω
Ω
π

−

Ω−>ω
Ω
π

=
;за

;за

сс
c

с
c

1

с

I  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

Ω<ω
Ω
π

−

Ω>ω
Ω
π

=
.за

;за

с
c

с
c

2

с

с

I  

Отже, коефіцієнт 

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

ω

Ω<ω<Ω−
Ω
π

=ω
.іншихза0

;за

с

ссс
cca  

Коефіцієнт 
( ) 0c =ωb , 

якщо ( )0kψ  – парна функція. Тоді спряжена координатна функція буде ма-
ти вид 

( )
θΩ
θΩ

−=
Ω

θθωπ
π

−=ψ ∫
Ω

∗

c

c
2

0 c

c

5,0
5,0sinsin10

c d
k . 

Графік функції ( )0∗ψk  подано на рис. 1.29. 

Розклавши ( )сc ωiS  в ряд Фур’є, після перетворення для радіосигналу 
дістанемо 

     ( ) ∑
∞

−∞=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕ−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−Ω

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−π

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−π

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

k c F
k

F
kt

F
ktF

F
ktF

F
kutu

cc
0

c
c

c
c

cc cos
sin

, (1.56) 

де ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
π=Ω

2
2 21

0
FF  – середня кругова частота спектра сигналу; 

kA
F
ku =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

c
c  – ваговий коефіцієнт, який визначає миттєве значення амплі-
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туди (обвідної) радіосигналу в k-й точці відліку; ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕ

cF
k  – миттєве значення 

фази радіосигналу в k-й точці відліку. 

Для визначення числових значень kA  та ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕ

cF
k  обвідну ( )tU c  й фазу 

( )tϕ  радіосигналу доцільно подати у вигляді неперервних функцій часу 
(рис. 1.31, а, б).  

 
 
 
а) 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
б) 
 
 
 
 

 
 

 
 
в) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 1.31 – Розкладання радіосигналу в ряд Котельникова: 
а – обвідна сигналу; б – фаза сигналу; в – координатна функція 
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На рис. 1.31, в подано координатну функцію ( )vkψ  канонічного роз-

кладання (1.56), де 
cF

ktv −= . Обвідна функції ( )vkψ  визначається множ-

ником 
vF

vF

c

c

2
2sin
π
π , аналогічним до координатної функції ( )0kψ  низькочас-

тотного сигналу з тією лише різницею, що точки відстані перебувають на 

віддалі на осі часу вдвічі дальше. Множник ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕ−θΩ

c
0cos

F
k  описує ви-

сокочастотну структуру ( )vkψ , визначається середньою частотою спектра 
сигналу 0Ω  та його фазою і є зсунений за часом у точку відліку. 

Отже, радіосигнал ( )tuc  можна розглядати як наслідок суперпозиції 
сукупності модульованих координатних функцій, кожна з яких має частоту 

0Ω  і належить до відповідної точки відліку. Вагові коефіцієнти kA  й фази 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕ

cF
k  описують в k-х точках значення ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

c
c F

ku  та ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛∗
c

c F
ku , які, своєю чер-

гою, визначають сигнал ( )tuc . 
 

1.1.6. Питання та задачі для самоперевірки  
 

1. Яка зі структурних мір інформації адекватна передачі різними ком-
бінаціями електричних сигналів? 

2. Яка міра інформації відповідає ентропійному підходу визначення 
кількості переданої інформації? 

3. В яких випадках інформація вимірюється в бітах, нітах, дітах? 
4. Що характеризує середня взаємна ентропія складної системи? 
5. Що характеризує відносна та абсолютна надлишковість? Яка похи-

бка буде для прикладу 1, якщо всю шкалу поділити на 25 квантів? 
6. Розрахуйте значення вD  для прикладу 2, коли точки 2t  і 3t  

об’єднуються в одну. 
7. Яким параметром характеризується об’єднаний ансамбль складної 

фізичної системи? 
8. Які недоліки сучасної теорії інформації, що базується на статистич-

них характеристиках подій? 
9. Які джерела називаються ергодичними? В якому випадку ергодична 

послідовність є типовою? 
10. Розрахуйте значення ентропії для прикладу 6, коли залежність між 

4x  і 3x  буде відсутня. 
11. Для прикладу 7 введіть вісім рівно ймовірних символів та розра-

хуйте ентропію ( )xH . 
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12. Розрахуйте ентропію для прикладу 8 для випадку, коли після сим-
волу 3x  завжди передається символ 4x . 

13. Якому розподілу ймовірностей окремих повідомлень відповідає 
значення maxH  у виразі (1.24)? 

14. Який параметр характеризується швидкістю створення інформації 
джерелом? 

15. Запишіть числа 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9 у системах числення 
10;5;3;2c =m . 

16. Побудуйте код при 3c =m , якщо передається 27 команд з рівними 
ймовірностями. 

17. Проведіть аналіз методів виділення окремих кодових слів при не-
рівномірних їхніх довжинах. 

18. Для прикладу 10 визначте надлишковість рівномірного коду міні-
мальної елементності. 

19. Дайте визначення метричному простору. Що таке метрика вектор-
ного простору? Наведіть приклади метрик різних просторів сигналів. 

20. Яка метрика відповідає координатному гільбертовому простору? 
21. Що характеризують пряме та зворотне перетворення Фур’є? 
22. Проведіть аналіз окремих властивостей спектрів. 
23. Дайте визначення імпульсної реакції лінійної системи. Від чого 

залежить відстань між моментами перетину нульового рівня (рис. 1.21)? 
24. Опишіть фізичну природу впливу нелінійності ФЧХ на спотворен-

ня сигналу. 
25. Опишіть послідовність перетворення сигналу в канонічне предста-

влення з координатними функціями 
x

xsin . 

26. Дайте визначення ортогональності сигналів. Чому сигнали на 
рис. 1.28, а не задовольняють ортогональності? 

27. Чим забезпечується ортогональність сигналів двійкової системи з 

ЧМ, коли 0
21

1 2
tn

π
ω+ω

= , 0
21

2 2
tn

π
ω−ω

=  (приклад 15)? 

28. Що називається функцією відліку? 
29. Чим визначається кількість ступенів мірності сигналу? 
30. Поясніть відмінність між спотвореннями дискретних сигналів і 

одержаних при реєстрації помилок. 
31. Поясніть вплив коефіцієнта групування помилок на величину над-

лишковості коду, забезпечуючого задану якість прийому. 
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Глава 1.2. Інформаційні характеристики каналу зв’язку 

1.2.1. Модель каналів зв’язку з обмеженою смугою пропускання 
 

Стаціонарній моделі сигналу з обмеженим спектром відповідає мо-
дель каналу зв’язку у вигляді ідеального лінійного фільтра нижніх частот з 
амплітудною характеристикою 

( )
⎩
⎨
⎧

>
≤

=
.за0
;за

c

c0

Ff
FfK

fK     (1.57) 

Лінійна система може відігравати роль каналу зв’язку, якщо вона не 
вносить детермінізму у випадковий процес ( )tuc , поданий на її вхід. Для 
виконання цієї вимоги потрібне дотримання певних умов. Нехай на вході 
каналу з коефіцієнтом передавання за потужністю ( )fK p  діє сигнал ( )tuc  з 
енергетичним спектром ( )fG 1c . Тоді спектр цього сигналу на виході кана-
лу буде 

( ) ( ) ( )fGfKfG p 1c2c = . 
Використовуючи умову недетермінованості випадкового процесу, на вході 
каналу дістанемо 

( )
∫
∞

∞−

∞<
+

df
f

fK p
21

lg
.       (1.58) 

Цей вираз являє собою критерій фізичної реалізації лінійного фільт-
ра. Отже, умова реалізації лінійної системи як інформаційного каналу зво-
диться до виконання умови її фізичної здійсненності. 

Якщо канал є лінійний, то 
( ) ( ) 2fKfK p = , 

де ( )fK  – амплітудна характеристика каналу (коефіцієнт передавання за 
напругою), тоді критерій фізичної здійсненності буде  

( )
∫
∞

∞−

∞<
+

df
f

fK p
21

lg
.          (1.59) 

Критерій фізичної здійсненності означає дотримання принципу при-
чинності: реакція реального електричного кола на сигнал не може виник-
нути раніше за момент подання цього сигналу на її вхід. Якщо, наприклад, 
амплітудна характеристика кола має вигляд прямокутної чи гауссівської 
кривої 

( ) 2
e ffK −= , 

то реакція кола на сигнал у вигляді одиничної функції буде 

( ) ;e
2

1 4∫
∞−

−

π
=

t t

dtth  ( ) ∫
∞−π

=
t

dz
z

zth .sin1  
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Ці функції подано на рис. 1.32, а, б, з якого випливає, що реакція ко-
ла спостерігається за 0<t . Причина цього полягає в помилковому припу-
щенні, що фільтри такого типу є фізично здійсненні, тому що для них інте-
грал (1.59) розходиться. Реальні фільтри можуть мати скільки завгодно ве-
лике загасання лише на скінченному інтервалі частот; при цьому швид-
кість загасання не повинна перевищувати 

2
e f− . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                           а)                                                           б) 
 

Рисунок 1.32 – Фізично нереалізовані лінійні фільтри: 
а – ідеальний прямокутний; б – дзвоноподібний 

 
Отже, електричне коло у вигляді ідеального фільтра нижніх частот 

не може використовуватися як інформаційний канал, тому що він руйнує 
сигнал, роблячи випадковий процес на виході каналу детермінованим. 
Крім того, таке коло не може бути фізично реалізовано й на практиці вико-
ристовуються фільтри з характеристикою, поданою на рис. 1.32, а штрихо-
вою лінією. Однак при цьому виникає питання: на якому рівні ξ  здійсню-
вати обмеження частоти cF  або, інакше кажучи, що слід розуміти під сму-
гою частот сигналу й смугою пропускання каналу зв’язку. Звичайно кори-
стуються суб’єктивною оцінкою, відраховуючи смугу залежно від призна-
чення системи на рівні 0,1 чи 0,5, чи 0,7, вважаючи, що за межами смуги 
частот енергія сигналу є мала й нею можна знехтувати. Проте при цьому 
можуть інколи виникати небажані для практики складнощі. Нехай, напри-
клад, амплітудна характеристика каналу зв’язку має вигляд 
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K 

1

t 

h 
1 

t 

h 



 81 

( )
z

zKfK sin
0= , 

де 
02F

fz π
= . Якщо знехтувати значеннями ( ) 005,0 KfK ≤≤ , то смуга про-

пускання каналу буде 01 26Ff ≈∆ ; якщо ж пред’явити більш тверді вимоги 
й задати рівень відліку ( ) 001,0 KfK ≤ , то дістанемо 02 130Ff ≈∆ . Це надає 
оцінюванню смуг пропускання каналу зв’язку якісний характер. 

Як окремий випадок слід виділити модель електричних сигналів з 
обмеженим інтервалом кореляції. 

Наведені вище суперечності, притаманні стаціонарній моделі сигна-
лу з обмеженим спектром та моделі інформаційного каналу з обмеженою 
смугою пропускання, призвели до розроблення нової моделі сигналів. В 
основу цієї моделі сигналів покладено такі припущення: 

− сигнал ( )tuc  являє собою недетермінований квазістаціонарний про-
цес; 

− тривалість сигналу 0t  є скінченна; 
− спектр сигналу є суцільний і відмінний від нуля на всій осі частот, 
за винятком, можливо, окремих точок; 

− інтервал кореляції сигналу cτ << 0t ; 
− миттєва потужність сигналу є обмежена й не може змінюватися 
стрибком. 
Перші три властивості зумовлено власне фізичною природою елект-

ричних сигналів. Інтервал кореляції визначає кількість некорельованих 
елементів сигналу 

c

0
e τ
=

tN      (1.60) 

і характеризує його як переносія інформації. Очевидно, що найпотужніші 
можливості, з точки зору кількості переносимої інформації, мають сигна-
ли, в яких eN  є максимальне. За приклад можуть слугувати сигнали з фун-
кцією автокореляції у вигляді рівнобедреного трикутника: 

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

τ≤≤τ−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
τ

−σ=τψ
.інших за0

;за1 cc
c

2
c

c11

t

t
t

 

Припущення, що cτ << 0t  означає наявність у сигналу значимої кіль-
кості некорельованих елементів, що також відповідає реальним сигналам. 
Наприклад, для телефонних сигналів 2...1с ≈τ  мс, тому навіть для корот-
ких сигналів 43

e 10...10≥N  елементів. Виконання умови cτ << 0t  робить 
квазістаціонарні сигнали практично стаціонарними та ергодичними. 
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Тривалість реальних сигналів завжди є обмежена певним інтервалом 
( )0,0 t . Тому сигнал на виході каналу апроксимується відліком ряду Коте-
льникова 

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )∑∑

==
ψ=

∆−π
∆−π

∆=
0c0c 2

1

2

1 c

c
cc 2

2sin tF

k
kk

tF

k

N tA
tktF

tktFtkutu ,  (1.61) 

де 
c2

1
F

t =∆ ; kA  – випадкові величини. пов’язані з сигналом, що переда-

ється; ( ){ }tkψ  – множина невипадкових ортогональних функцій. При цьому 
виникають питання: 

− який критерій безпомилковості відтворення сигналів доцільно оби-
рати? 

− чи існує певна «середня» вірність відтворення для ансамблю реалі-
зації сигналів? 

− яка є вірність відтворення квазістаціонарних сигналів рядом Коте-
льникова? 
За критерій вірності відтворення реалізації сигналу ( )tu rc  рядом Ко-

тельникова ( )tu N
c  доцільно обрати величину 

( )( ) ( )[ ] ( )∫∫
−−

∆=−=ξ
2

2

2

c

2

2

2
cc

c

c

c

c

c

11
T

T
r

T

T
r

N
r dtt

T
dttutu

T
,   (1.62) 

яка фактично визначає середньоквадратичну похибку відтворення, де ( )tr∆  
– «сигнал помилки» для r-ї реалізації сигналу. Такий критерій має істотні 
переваги при розгляданні завдань теорії зв’язку. По-перше, за 0=ξr  сиг-
нали ( )tuc  та ( )tu N

с  буде розпізнано оптимальним (у розумінні Котельни-
кова) приймальним пристроєм як тотожні. По-друге, критерій 0=ξr  вод-
ночас слугує за міру загубленої в каналі інформації (в розумінні Шеннона). 

З використання канонічного розкладання (1.61) кожній з реалізацій 
сигналу ( )tu rc  відповідає власна тотожність rξ . Наприклад, при доволі ве-
ликій тривалості сигналів вірність кожної реалізації сигналу є скільки за-
вгодно близька до значення 

( )[ ]∫
−

∆=ξ
2

2

2

0
0

0

0

1
t

t
r dttE

t
.     (1.63) 

У разі квазістаціонарних сигналів 

( )∫
τ

τ
π
τ
π

τψ
∆

−=ξ
c

0

c

c
0110

sin
21 dtt

t

t
.        (1.64) 
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Отже, модель сигналів з обмеженим інтервалом кореляції в жодному 
разі не заперечує моделі сигналів з обмеженим спектром, про що свідчить 
узагальнення теореми Котельникова в новому формулюванні: квазістаціо-
нарний сигнал з необмеженим спектром визначається послідовністю його 

миттєвих значень, які прямують одне за одним через інтервал 
c2

1
F

t =∆ , з 

точністю, скільки завгодно близькою до граничного значення 0ξ , якщо 
cτ≤∆t , а тривалість сигналу 0t >> cτ . 
Ефективна смуга частот. Оскільки реальні сигнали мають нескін-

ченно протяжний енергетичний спектр, то для оцінювання його ширини 
треба ввести величину, яка має 
кількісну визначеність. Нехай 
енергетичний спектр сигналу ся-
гає максимального значення 

максcG  на частоті 0ff = . Побуду-
ємо біля цієї точки прямокутник 
висотою максcG  з площею, порів-
нюваною площі, що обмежена 
кривою ( )fGc  та віссю частот 
(рис. 1.33). Основа прямокутника 

( )∫
∞

=
0

c
максc

ce
1 dffG

G
F    (1.65) 

чисельно характеризує ефективну смугу частот сигналу (ефективну ши-
рину енергетичного спектра). 

Функція автокореляції стаціонарного сигналу з обмеженим спектром 
перетворюється на нуль у точках c0 τ=τ k  ( ),...2,1=k , де 

ce
c 2

1
F

=τ .     (1.66) 

Інтервал кореляції сягає мінімально можливого значення 

c
мінc 2

1
F

=τ ,      (1.67) 

коли енергетичний спектр сигналу є рівномірний. 
Для квазістаціонарних процесів мінімальна величина інтервалу ко-

реляції 

cе
мінc 2

1
F

=τ  

й не залежить від тонкої структури сигналу.  
 

cG  

максcG  

0f
 

f
Рисунок 1.33 – До визначення ефективності 

смуги частот 
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1.2.2. Пропускна здатність каналу 
 

Припустимо, що нам відома деяка сукупність фіксованих обмежень, 
що накладаються на інформаційний канал. До фіксованих обмежень ми 
будемо відносити: параметри каналу зв'язку й, зокрема, тривалість переда-
них символів сигналу, використовуваний код, методи декодування сигна-
лів і заборони, що накладаються у зв'язку з цим, і т.п. 

Назвемо пропускною здатністю інформаційного каналу максималь-
не значення (точніше, верхню межу) швидкості передавання інформації 
при заданих фіксованих обмеженнях, тобто  

( ){ }XWIC

ii Ba

Ba
,sup

...

...
11

∈

∈
=    дв.од/с     (1.68) 

У даній рівності позначення sup  вказує, що обчислюється верхня 
межа, а запис ii Ba ∈  говорить про те, що параметр ia  задовольняє задано-
му фіксованому обмеженню, тобто лежить у деякій області iB . 

Спосіб відшукання верхньої межі залежить від того, яка сукупність 
фіксованих обмежень задана.  

Якщо інформаційний канал визначений повністю, то верхня межа 
повинна відшукуватися за статистичними характеристиками джерела по-
відомлень, тобто відшукуються розподіл ймовірностей повідомлень і коре-
лятивні зв'язки між ними, за яких швидкість передавання інформації буде 
найбільшою. 

Таким чином, пропускна здатність є характеристика каналу й не 
залежить від фактичної швидкості передачі інформації від даного джерела.  

Якщо сукупність заданих фіксованих обмежень не повністю визна-
чає канал, а є можливість зміни тих або інших параметрів, наприклад, три-
валості символів, способу декодування та ін., то останні вибираються з 
умови одержання найбільшої швидкості передавання інформації. В усіх 
випадках відшукуються оптимальні статистичні характеристики джерела, 
за яких швидкість передавання інформації максимальна. 

Аналогічно тому, як це було зроблено для інформаційного каналу, 
можна визначити пропускну здатність каналу зв'язку 

( ){ }YZIC

ii Ba

Ba
,sup

...

...
11

∈

∈
=    дв.од/ с,       (1.69) 

де 

( ) ( )
T

YZIYZI TT
T

,lim,
∞→

= .    (1.70) 

При цьому TZ  й TY  – сигнали тривалістю Т відповідно на виході й вході 
каналу зв'язку. 
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Канал зв'язку є частиною інформаційного каналу. Розглядаючи канал 
зв'язку окремо й визначаючи його пропускну здатність, ми можемо не на-
кладати ніяких фіксованих обмежень на спосіб кодування, вид модуляції й 
структуру сигналів на його вході. Тим самим створюються можливості ви-
користання оптимальних сигналів, за яких швидкість передавання інфор-
мації буде гранично великою. Побудова реального інформаційного каналу 
неминуче пов'язана із введенням тих або інших додаткових фіксованих 
обмежень, що призводить до недовикористання пропускної здатності ка-
налу зв'язку. Таким чином, звичайно 

CC >c . 
Якщо пропускну здатність каналу зв'язку визначати з урахуванням 

всіх фіксованих обмежень, що накладаються роботою кодуючих і декоду-
ючих пристроїв, то ми одержимо6 

cCC = . 
Це положення випливає з тієї обставини, що пристрої, які кодують та 

декодують, у найкращому разі можуть бути побудовані таким чином, щоб 
у них не відбувалася втрата інформації. При цьому вся інформація, що ви-
лучається із сигналу на виході каналу зв'язку, буде передана до одержувача 
повідомлення. Очевидно, що зворотної нерівності ( )cCC >  бути не може. 

Якщо кількість обмежень, що фіксуються, досить велика так, що їхня 
сукупність повністю визначає реальний канал, то пропускну здатність час-
то називають реальною. Якщо ж фіксуються лише самі загальні показники, 
а саме: смуга частот переданого сигналу, середня або пікова потужність 
передавального пристрою, характер і рівень завад, то пропускну здатність 
іноді називають ідеальною або граничною. 

За відсутності шумів у каналі можна вважати, що yz = , а xw =  й, 
отже, для повідомлень, переданих за час Т, TT YZ =  і TT XW = . З огляду на 
властивості кількісної міри інформації, вивчені раніше, одержимо  

( ) ( ) ( )TTTTT XHXXIXWI == ,,  
та 

( ) ( ) ( )TTTTT YHYYIYZI == ,, . 
У такому разі з огляду на (1.69) одержимо  

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=

∞→ T
XHC T

T
limsup 7,    (1.71) 

а з (1.69) і (1.70) 
( )

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=

∞→ T
YHC T

T
limsupc .    (1.72) 

                                                 
6 У цьому випадку, визначаючи, наприклад I(ZT, YT), ми враховуваємо, яким способом 
сигнал ZT  буде реально декодуватись. 
7 У подальшому ми будемо опускати вказівку про те, що верхню межу шукають при 
заданих фіксованих обмеженнях. 
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Позначимо через ( )TN  кількість усіх можливих послідовностей по-
відомлень тривалістю Т. Із властивостей ентропії, розглянутих раніше, ви-
пливає, що Н(ХТ) буде максимальна, якщо будь-які послідовності повідом-
лень рівноймовірні. Це максимальне значення може бути визначене й дорі-
внює ( )TNlog . З (1.71) тоді треба, що для заданого інформаційного каналу  

( )
T

TNC
T

loglim
∞→

= .         (1.73)  

Розглядаючи один лише канал зв'язку, аналогічно одержимо 
( )

T
TNC

T
c

c
loglim

∞→
= ,           (1.74) 

де ( )TNc  – число всіх можливих послідовностей кодованих сигналів три-
валістю Т. 

Співвідношення (1.73) і (1.74) звичайно використовують як визна-
чення пропускної здатності дискретного каналу без шумів.  

Обчислення пропускної здатності дискретних каналів. Знайдемо 
пропускну здатність деяких дискретних каналів. 

Приклад 1. Канал А. Для передавання повідомлень використовується 
код з основою а (тобто з а різними символами), тривалість усіх символів 
коду однакова й дорівнює 0t . Інші фіксовані обмеження відсутні. 

Для обчислення Сс розглянемо послідовність із М символів, трива-
лість такої послідовності дорівнює 0MtT = . При ∞→T  число символів в 
одній послідовності ∞→M . Очевидно, що всього можна утворити аМ по-
слідовностей довжиною в М символів, отже, ( ) MaMtN =0c  і з (1.74) одер-
жимо  

0
c

loglim
Mt

aC
M

M ∞→
=  

або 

a
t

C log1
0

c = .                                               (1.75) 

Потрібно відзначити, що якщо розглядати вихід кодуючого при-
строю, як джерело повідомлень alog , тобто ентропія цього джерела, тобто 

( )YHa =log , в якого корелятивні зв'язки між символами відсутні й ймові-
рності передавання різних символів однакові. Звідси випливає важливе 
зворотне твердження: для того щоб у розглянутому каналі швидкість пе-
редавання була максимальною, необхідно, щоб імовірності передавання рі-
зних символів були однаковими. 

При використанні двійкового коду  а = 2 з (1.75) одержуємо, що 

0
c

1
t

C =   дв.од/с,  
B

t 1
0 = ,    (1.76) 

де В – швидкість передавання, що виражається в бодах. 
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Приклад 2. Канал Б. Символи коду (або окремі повідомлення) мають 
однакову тривалість, яка дорівнює 0t . На припустиму послідовність сим-
волів накладаються деякі фіксовані заборони. 

При обчисленні Сс будемо розглядати кодуючий пристрій, як джере-
ло інформації. 

Розглянемо сигнал TY  тривалістю 0c ntT = . Ентропія цього сигналу  
( ) ( )YnHYH T = , 

де ( )YH  – ентропія джерела, що обчислюється з урахуванням накладених 
фіксованих заборон. 

Очевидно, що швидкість передавання інформації в такому каналі  
( ) ( )

0c t
YH

T
YHI T == ,     (1.77а) 

а пропускна здатність  
( )

0

max
c t

YHC = ,     (1.77б) 

де ( )максYH  – максимально можливе значення ентропії кодованого сигналу 
з урахуванням викладених заборон.  

Приклад 3. Симетричний небінарний канал. Нехай по симетричному 
каналу передаються m -позиційні символи з імовірністю помилкового при-
йому ep . Тому що величина ep  не залежить від того, який символ переда-
вався, то ймовірність зареєструвати символ luc , якщо передавався символ 

kuc , буде 

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≠
−

=−
= .за

1

;за1
e

e

cc kl
m

p
klp

uup kl  

Пропускна здатність каналу описується формулою 
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

максcмаксcc UUHUHBUUHUHBC ppp −=−=    

(1.78) 
Умовна ентропія 

( ) ( ) ( )=−= ∑∑
= =

m

k

m

j
kpjkpjp uupuupUUH

1 1
c2cc log;  

( ) ( ) ( )−−= ∑∑
= =

m

k

m

j
kpkkpkk uupuupup

1 1
c2cc log  

( ) ( ) ( )
( )

=−= ∑ ∑
= ≠=

m

k

m

kjj
kpjkpjk uupuupup

1 1
c2cc log  

( ) ( )
1

log1log1 e
2ee2e −

−−−−=
m

pppp , 

де ( )kup c  апріорна ймовірність символу kuc . Тоді 
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( ) ( ) ( ) .
1

log1log1 e
2ee2eмакс ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

−
+−−+=

m
ppppUHBC p  

Тому що ( ) mUH p 2макс
log= , то остаточно 

( ) ( ) .
1

log1log1log e
2ee2e2 ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

−
+−−+=

m
ppppmВC     (1.79) 

Приклад 4. Симетричний бінарний канал. Вважаючи в (1.79) 2=m , 
одержимо 

( ) ( )[ ].log1log11 e2ee2e ppppBC +−−+=         (1.80) 
Вираз (1.80) подано графічно на рис. 1.34 у вигляді функції 

( )epfkv = , де 
В
Ckv = . За від-

сутності завад 1=vk , тобто 
кожний символ переносить за 
одну секунду (1 с) одну двій-
кову одиницю (1 дв. од.) ін-
формації. Якщо 5,0e =p , то 

0=vk , оскільки прийнятий 
сигнал з однаковою ймовірні-
стю може вважатися вірним 
або помилковим. При пода-

льшому збільшенні ep  величина vk  зростає й при 1e =p  знову 1=vk . Це 
пояснюється тим, що формально при 5,0e >p  інформацію із прийнятих си-
гналів можна витягати, виносячи щораз рішення 1cu  при прийманні симво-
лу  2pu  й рішення 2cu  у випадку символу 1pu . 

Формула (1.80) характеризує максимальну швидкість передавання 
інформації при заданій вірності зв’язку по симетричному каналу типу ЧМ 
або ФМ. Для несиметричних каналів, наприклад АМ, вона справедлива, 
якщо ( ) ( )2c1c UpUp =  й 2e1e pp = . 

Приклад 5. Несиметричний небінарний канал. Нехай канал заданий 
матрицею 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

ee

ee

10
10

001

pp
ppM k .       (1.81) 

Символ 1cu  має апріорну ймовірність ( ) pup =1c  і передається без 
спотворювань, а символи 2cu  й 3cu  мають однакові апріорні ймовірності 
( ) ( ) qupup == 3c2c  й при передаванні спотворюються симетрично. Подібну 

матрицю може мати, наприклад, трійковий канал ЧМ при селективних за-
вмираннях або трійковий канал АМ при нерівномірному законі розподілу 
символів алфавіту. 

10-3 5·10-2 5·10-1 0,5
0 

0,2 

0,4 

0,6 

0,8 

1 

ep

vk  

Рисунок 1.34 – Пропускна здатність бінарного 
симетричного каналу
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Тому що ймовірності ( ) pup p =1 , ( ) ( ) qupup pp == 32 , то ентропії 
( ) qqppUH 22c log2log −−= ; 

( ) ( ) ( ) ( )3c2c1cc pppp uUqHuUqHuUpHUUH ++= . 
Оскільки 

( ) 01c =puUH ; 

( ) ( ) ( ) ( )e2ee2e3c2c 1log1log ppppuUHuUH pp −−−−== , 
то, позначивши 

( ) ( )e2ee2e 1log1log pppp −−−−=ξ , 
для кількості переданої по каналу інформації одержимо 

( ) ( ) ( ) ξ+−−=−= qqqppUUHUHUUІ pp 2log2log; 22ccc . 
Пропускна здатність каналу відповідає верхній межі ( )pUUІ ;c  при 

додатковій умові 12 =+ qp . Для визначення її застосуємо метод Лагранжа. 
Із цією метою утворимо допоміжну функцію 

( ) ( )qpUUІL p 2;c +λ+=  
і з рівнянь 

0=
dp
dL ;    0=

dq
dL , 

знайдемо значення параметра λ , яке максимізує її. Відповідна система рів-
нянь має вигляд: 

0
2ln

1log2 =−λ+−= p
dp
dL ; 

0
2ln

222log2 2 =−ξ+λ+−= q
dq
dL , 

звідки після виключення параметра λ  маємо 

α+
α

=
2

p ;   
α+

α
=

2
p , 

де ξ−=α 2 . 
Тоді пропускна здатність каналу 

( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
αα+= α+

α
−

α+
ξ

22
2

2 22logBС .           (1.82) 

Розглянемо два окремі випадки. 
1. Завади в каналі відсутні. При цьому 0e =p , 0=ξ , 1=α , 

31== qp  і 3log2ВC =  дв.од/с Цей результат збігається з величиною C , 
обчисленої за формулою (1.80) при 3=m  й 0e =p , тому що канал став си-
метричним. 
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2. Завади викликають спотворення символів з ймовірністю 5,0e =p . 
При цьому 1=ξ , 5,0=α , 5,0=p , 4,0=q  і 5log2ВC =  дв.од/с. Тепер ка-
нал став несиметричним, а символи 2cu  й 3cu  нерозрізнені. 

 
1.2.3. Спотворення елементарних сигналів кодових конструкцій 

 
Поняття про спотворення посилок. Кодові посилки надходять в 

канал зв’язку від передавача кінцевої апаратури з достатньо високим сту-
пенем точності за тривалістю (похибка не перевищує 1–2% від тривалості 
елементарної посилки). При проходженні по каналу зв’язку на точність 
відтворення тривалості переданих елементарних сигналів (посилок) чинить 
вплив велике число чинників: загасання сигналу, обмеження його спектра, 
різні перетворення сигналу (модуляція, демодуляція тощо), вплив завад, і 
т.п. Через те, що з виходу каналу постійного струму дискретні сигнали 
надходять обмеженими за амплітудою, то всі ці впливи призводять до змі-
ни (спотворення) тривалості прийманих посилок постійного струму по від-
ношенню до переданих. 

Розрізняють два види спотворень кодових посилок – спотворення 
довжини зміщення країв посилок та дроблення. Під крайовими спотворен-
нями розуміють зміщення в часі країв (границь) посилок, внаслідок якого 
прийняті посилки виявляються нерівними за тривалістю. Дробленнями на-
зивають спотворення, що полягають у зміні полярності прийманого сигна-
лу в межах як однієї елементарної посилки, так і декількох посилок, що 
йдуть підряд. 

На рис. 1.35 зображено послідовності переданих і прийнятих поси-
лок, причому останні відтворюються на виході каналу постійного струму з 
певним запізненням, зумовленим часом розповсюдження електромагнітної 
енергії по каналу зв’язку, перехідними процесами в каналоутворювальній 
апаратурі та різного виду завадами. Якщо всі границі посилок відтворю-
ються з однаковим запізненням (рис. 1.35, б), яке дорівнює величині деяко-
го запізнення сигналів у даному каналі tсер (t1 = t2 = t3 = t4 = tсер), тоді трива-
лість усіх прийнятих посилок дорівнює тривалості переданих (рис. 1.35, а), 
і крайові спотворення дорівнюють нулю. Якщо ж ця умова не виконується, 
то приймані посилки відтворюються зі спотворенням. 

Величина відхилення запізнення даної границі посилок в той чи ін-
ший бік від значення tсер називається індивідуальним крайовим спотво-
ренням. 
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Розрізняють абсо-
лютну величину спотво-
рень посилок, яка вира-
жається в одиницях часу, 
і відносну величину – у 
відсотках від тривалості 
елементарної посилки. 
Наприклад, початок пер-
шої посилки на рис. 1.35, 
в має абсолютну величи-
ну індивідуального кра-
йового спотворення 

сeрtt −=θ '
11 , другого –  

сeрtt −=θ '
22 , третього  

сeрtt −=θ '
33  і четвертого  

|| '
44 сeрtt −=θ  (області по-

силок, що відповідають спотворенням, заштриховано). Відносна величина 
індивідуальних спотворень дорівнює  

%100
0
⋅

θ
=δ

t
i

i . 

Як бачимо на рис.1.35, в відлік величини крайових спотворень вико-
нується від значення tсер. Це значення залежить від багатьох чинників і 
знаходження його величини інколи пов’язане з певними труднощами. Крім 
того, при вимірюваннях спотворень значної сукупності меж прийманих 
посилок часто інтерес становить не величина спотворень окремих посилок, 
а максимальна величина індивідуальних спотворень. Тому вводять поняття 
загальних спотворень. 

При порівнянні великого числа границь сприйманих посилок з гра-
ницями переданих посилок (рис. 1.36, а) можна виділити зону між макси-
мальним зміщенням країв tмакс і мінімальним зміщенням країв tмін 
(рис. 1.36, б). Ця зона відповідає абсолютній величині загальних крайових 
спотворень мінмакс tt −=θ . 

Умовно вважаючи, що tсер розміщується посередині даної зони, можна 
визначити відносну величину загальних крайових спотворень 0δ  як полови-
ну величини зони, віднесеної до всієї тривалості елементарної посилки: 

%100%1001
2 0

0 ⋅
−

=⋅
θ

=δ
0

мінмакс

2t
tt

t
. 

   1                              3 
                    2                             4 

   1                              3 
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                    2                             4 

   t1            t2             t3              t4 
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t0 
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в) 

Рисунок 1.35 – Послідовності переданих і прийнятих 
посилок, які відтворюються на виході  

каналу постійного струму  
з певним запізненням 



 92 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Рисунок 1.36 – Виділення ідеальних моментів відновлення сигналу 
 
Отже відносна величина загальних спотворень не може бути більше 

50%. Крім того, дане визначення припускає, що значення tмакс і tмін можуть 
належати як одному й тому самому посиланню, так і різним посиланням. 

Класифікація спотворень. Спотворення кодових посилок поділяють 
на дві групи. До першої групи відносять спотворення кодових посилок, які 
належать до детермінованих (регулярних) процесів. Такі спотворення нази-
вають систематичними. Систематичні спотворення викликаються, здебі-
льшого, невідповідністю електричних характеристик каналу параметрам по-
силок, що передаються, і проявляється частіше за все в зміщенні країв поси-
лок, що приймаються. У свою чергу систематичні спотворення поділяються 
на характеристичні крайові спотворення і крайові спотворення типу пере-
важання. У зв’язку з регулярністю процесів, що викликають систематичні 
спотворення, величина їх може бути розрахована та занормована. 

До другої групи відносяться спотворення, що належать до випадко-
вих процесів і тому називаються випадковими. Випадкові спотворення за-
лежать від випадкових чинників: різного роду завади, переривання рівнів 
сигналу тощо. В залежності від амплітуди завад і тривалості переривань у 
посиланнях, що приймаються, можуть з’являтися як випадкові крайові 
спотворення, так і дроблення. 
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Основним джерелом спотворення посилок є випадкові спотворення. 
Внаслідок випадковості процесів, що викликають ці спотворення, їхній 
розрахунок, вимірювання та нормування викликає певні труднощі. 

Характеристичні спотворення довжини посилок. Характеристич-
ні спотворення проявляються при передаванні каналами зв’язку послідов-
ності посилок різної структури. Величина характеристичних спотворень у 
каналах зв’язку залежить від швидкості передавання, ширини смуги про-
пускання каналу, форми амплітудно-частотних і фазочастотних характери-
стик каналу та інших чинників. Якщо електричні характеристики каналу не 
відповідають вибраній швидкості телеграфування, тоді при передаванні 
посилок, що рівномірно чергуються, різної полярності типу 1:1 спотворен-
ня будуть відсутні, а при передаванні періодичних несиметричних послі-
довностей посилок типу 1:5, 1:6 і т.п. з’являться крайові спотворення, ве-
личина яких буде сталою. 

З характеристичними спотвореннями доводиться рахуватися при пе-
редаванні посилок постійного струму по з’єднувальних лініях і кабельних 
жилах з великою зосередженою або розподіленою ємністю. Для цього ви-
падку наведемо розрахунок характеристичних спотворень, припустивши, 
що передавання здійснюється двополярними посилками, а наростання і 
спадання струму в колі телеграфування відбувається за експоненційним 
законом. 

Принцип утворення характеристичних спотворень ілюструється на 
рис. 1.37. Суцільними лініями показані передані (рис. 1.37, а) і прийняті по-
силки (рис. 1.37, г) при передаванні комбінації 1:1, пунктирними лініями – 
комбінації 3:1 (рис. 1.37, б, д). Як впливає з рис. 1.37, в, при передаванні то-
чок струм не встигає досягнути усталеного значення I0 за час елементарної 
посилки t0 , але завдяки однаковому характеру кривих наростання і спадан-
ня струму крайові спотворення відсутні (рис. 1.37, г). У той самий час при-
ймання комбінації 3:1 відбулося зі спотвореннями: четверта посилка кодо-
вого слова скоротилася на початку на величину 1θ , а в кінці 2θ . 

Для розрахунку величини спотворень визначимо закони спадання 
струму в обох розглянутих випадках. При усталеному режимі струм спа-
дання i2 (рис. 1.37, в, д) змінюється згідно з рівнянням 

)1e2(e2 0002 −=−= τ
−

τ
−

tt

IIIi ,    (1.83) 
де τ – стала часу кола телеграфування. 
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Рисунок 1.37 – Принцип утворення характеристичних спотворень 
 
Для визначення характеру зміни струму i1 використаємо метод супе-

рпозиції. Припустимо, що в момент часу t = – t0 (рис. 1.38, а) відбувається 
перемикання джерела живлення з напруги –Е на +Е. У проміжок часу від 

t = –t0 до t = 0 існує струм 

)e21(
0

0
'
1

τ
+

−
−=

tt

Ii . 
У момент часу t = 0 вмика-

ється струм 2Е (рис.1.38, б) і у 
колі з’являється додатковий 
струм 

)1e(2 0
''

1 −= τ
−

t

Ii . 
Таким чином, починаючи з 

моменту t = 0 в колі буде існува-
ти два струми, що зумовлені пе-
ремиканням джерел струму. За-
гальний струм i дорівнює сумі 
цих струмів (рис.1.38, в): 
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Рисунок 1.38 – Метод суперпозиції 
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Величина параметрів спотворень дорівнює 121 tt −=θ . Підставивши 
час t1 та t2 у рівняння (1.83) і (1.84), одержимо: 

)1e2(0 −=− τ
−

t

Iiсер ; 

)1e2e2(
011

0 −−=− τ
+

−
τ

−
ttt

Iiсер . 
З цих рівнянь знайдемо 

серсер iI
It

iI
It

t

−
τ=

−
−

τ=
τ

−

0

0
2

0

0
1

2ln;)e1(2ln

0

. 

і остаточно 

τ
−

−

τ=−=θ
0

e1

1ln121 ttt . 

Відносна величина характеристичних спотворень дорівнює 

%100
2 0

21 ⋅
θ+θ

=δ
tr         (1.85) 

Передбачивши, що 21 θ=θ , визначимо 

%100
e1

1ln100
0

00

1 ⋅

−

τ
=⋅

θ
=δ

τ
−

tr tt
    (1.86) 

Із формули (1.86) виходить, що відносна величина характеристичних 
спотворень залежить лише від сталої часу кола τ та тривалості елементар-
ної посилки t0 і не залежить від інших параметрів (I0, iсер). 

З метою зменшення величини характеристичних спотворень необ-
хідно зменшувати сталу часу становлення сигналу або збільшити трива-
лість елементарних посилок (зменшити швидкість модуляції). 

Крайові спотворення типу переваг. Порушення симетрії параметрів 
сигналу, що мають постійний характер, призводить до постійних переваг. 
При цьому посилки однієї полярності подовжуються або укорочуються на 
одну і ту саму величину по відношенню до посилки іншої полярності. 

На рис. 1.39 показано, що в прийнятих посилках усі позитивні поси-
лки укорочені спочатку з кінця на одну й ту саму величину θ1 = θ2=  θ3 =  
= θ4 = θ5 = θ6 = θпр, а всі від’ємні подовжені ту й саму величину. 

Відносна величина крайових спотворень від переваг дорівнює 

%100%100
2

⋅
θ

=⋅
θ

=δ
0

пр

0

пр

t2tр . 

Порушення симетрії деяких параметрів сигналу, що мають змінний 
характер, викликає так звані змінні переваги. Наприклад, однією із причин 
появи змінних переваг при роботі по КХ радіохвилям просторовою хвилею 
є вибірні завмирання, тобто завмирання однієї із частот при ЧМ. У цьому 
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випадку внаслідок установлювальних процесів у вузькосмуговій частині 
приймача радіолінії умови прийому посилок, частота яких піддається за-
вмиранню, погіршуються і посилки приймаються зі спотворенням. 
 

 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 1.39 – Відновлення бінарного сигналу при спотвореннях 

типу переваг 
 

На рис. 1.40 наведено графіки, що пояснюють причини появи крайо-
вих спотворень при зосереджених завмираннях радіосигналів. При однако-
вих амплітудах обвідної високочастотної напруги (UA=UБ), показаних на 
рис 1.40, б, посилки, що приймаються, (рис. 1.40, в) будуть зміщені у часі 
по відношенню до переданих посилок (рис. 1.40, а) на одну й ту саму ве-
личину запізнювання tсер, і крайові спотворення відсутні. Якщо амплітуда 
однієї із частот, наприклад, частоти Б (рис. 1.40, г), буде менше амплітуди 
другої частоти, то внаслідок різного характеру установлювальних процесів 
частот А і Б краї посилок, що приймаються (рис. 1.40, д), будуть спотво-
рюватись. При цьому початок посилок, частота яких завмирає, спотворю-
ються в бік запізнення на величину θ1р, а кінець посилок зміщується в бік 
випередження на величину θ2р, тобто ці посилки отримають двосторонні 
спотворення. 

Випадкові спотворення. Випадкові спотворення викликаються, зде-
більшого, зовнішніми впливами на електричний сигнал під час його про-
ходження по каналу зв’язку. При телеграфуванні по проводах, джерелом 
сторонніх напруг можуть бути перехідні напруги від сусіднього проводу, 
вплив високовольтних ліній, будь-якого роду атмосферні впливи (грозові 
розряди, північні сяйва, магнітні бурі тощо). 

У проводових і радіоканалах сторонні напруги виникають від впли-
ву завад, особливо імпульсних, та з інших причин. Крім того, випадкові 
спотворення з’являються при зміні деяких параметрів каналу: стрибкопо-
дібні зміни рівня сигналу, що приймається, короткочасні переривання в 
каналі та ін. 

Усі вищеназвані впливи, що називаються завадами, випадковим чи-
ном підсумовуються, накладаються на сигнал і призводять до випадкових 
крайових спотворень, якщо амплітуда завад не перевищує рівень сигналу, 
або до дроблення посилок, що приймаються, у випадку перевищення амп-
літуди завад над рівнем сигналу. 

t0 t0 t0 t0 t0 

θ1 θ2 θ3 θ4 θ5 θ6
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Рисунок 1.40 – Причини появи крайових спотворень при зосереджених 

завмираннях радіосигналів 
 
Для пояснення фізики 

процесу накладання завад на 
основний сигнал розглянемо 
випадок безпосереднього 
передавання посилок постій-
ного струму (рис.1.41, а) по 
з’єдувальних лініях або ка-
бельних жилах при двополя-
рній роботі. Оскільки вхід-
ний пристрій завжди спра-
цьовує під впливом струму, 
то завади можна характери-
зувати струмом завад Is 
(рис. 1.41, б). Характер зміни 
струму завад випадковий і 
тому миттєві значення його 
невідомі, але амплітуду 
струму завад можна визна-
чити. Позначимо амплітуду 
позитивних значень струмів завад через + Is, а від’ємних через – Is. При 
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Рисунок 1.41 – Процес накладання завад 
на основний сигнал 
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цьому будемо вважати, що Is < I0, де I0 – усталене значення струму в колі 
телеграфування. Для простоти зображення графіків передбачається, що за-
пізнення сигналів в розглядуваному випадку дорівнює нулю. 

Сумісний вплив сигналу і струмів завад можна показати шляхом на-
кладання амплітуди струму завад на криву вхідного струму (пунктирні 
криві на рис. 1.41, в). Тоді граничні зміни струмів в колі вхідного при-
строю запишемо так: 

s

t

IIi +−= τ
−

)e21(01 ; 

s

t

IIi −−= τ
−

)e21(02 . 
При впливі завад вхідний пристрій може спрацювати у гіршому ви-

падку або в моменти t1, t4, і тоді посилка, що приймається, подовжиться до 
величини ''

0t , або в моменти t2, t3, і при цьому посилка скоротиться до '
0t . 

Абсолютна величина випадкових спотворень буде дорівнювати 
3412 tttts −=−=θ . Для визначення t1 і t2 підставимо ці значення у вирази, 

які наведені вище: 

s

t

IIi +−= τ
−

)e21(
1

0сер ; 

s

t

IIi −−= τ
−

)e21(
2

0сер . 
Розв’язавши ці рівняння відносно t1 і t2, отримаємо: 
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+

τ=θ
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1ln .    (1.87) 

Відносна величина випадкових крайових спотворень дорівнює 

%100
1
1ln

2
%100

2 00
⋅

−
+τ

=⋅
θ

=δ
S
S

tt
s

s .     (1.88) 

Із формули (1.88) випливає, що випадкові спотворення збільшуються 
зі збільшенням постійної часу, струму завад і струму спрацьовування і зі 
зменшенням установленого значення вхідного струму. Тому з метою змен-
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шення величини випадкових спотворень підвищують чутливість вхідного 
пристрою та вибирають значення sII )4...3(0 = . 

Вираз (1.88) справедливий при S < 1, тобто при рівні завад, що мен-
ший за рівень сигналу. 

При впливі завад, амплітуда яких сумірна або перевищує рівень сиг-
налу, можуть виникати дроблення. Дроблення з’являються в будь-якій час-
тині посилок (рис. 1.42, а), в тому числі і на краях, збільшуючи величину 
крайових спотворень. На рис.1.42, б показана прийнята посилка з одним 
дробленням, абсолютна величина якого дорівнює дрθ . Відносна величина 
дроблення визначається по відношенню до тривалості елементарної поси-
лки, тобто 

%100⋅
θ

=δ
0

др
др t

. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 1.42 – Вплив дроблення на бінарний сигнал 

 
Загальний вплив наведених вище завад призводить до того, що закон 

розподілу зміщення границь одиничних елементів близький до нормально-
го (див. рис. 1.44, а): 

22 2/)(e
2

1)( σ−δ−

πσ
=δ af ,   (1.89) 

де δ  – випадкова величина спотворень, %; a – математичне очікування ве-
личини спотворень; σ  – середньоквадратичне відхилення δ  від значення a. 

При інтенсивних імпульсних завадах і короткочасних перериваннях 
зв’язку крім крайових спотворень спостерігаються дроблення, які визна-
чаються як короткочасні довільні зміни значень позиції всередені одинич-
ного елемента (рис. 1.43). 

t 
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дрθ
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Рисунок 1.43 – Сумісний вплив дроблення та крайових спотворень 
 
Імпульси дроблень характеризуються інтенсивністю виникнення та 

тривалістю. Криві розподілу тривалості дроблень близькі до логарифміч-
но-нормального закону (рис. 1.44, б) 

τσ−τ−

πτστ
=τϕ

22 2/)(ln

2

е1)( mдр

др
др ,    (1.90) 

де дрτ  – випадкова тривалість дроблень; m – математичне очікування випа-
дкової величини дрτln тривалості дроблень; τσ  – середньоквадратичне від-
хилення випадкової величини дрτln . 

У реальних дискретних каналах крайові спотворення та дроблення 
частіше за все групуються. Тоді спостерігається процес пакетування спо-
творень одиничних елементів. При цьому зручніше розглядати сумарне 
спотворення одиничних елементів, що характеризуються величиною спо-
творень і зоною їхньої дії за тривалістю одиничних елементів.  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
                 а)        б) 

 
Рисунок 1.44 – Закони розподілу:  

а – нормальний; б – логарифмічно-нормальний 
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Густина розподілу ймовірності сумарних спотворень за величиною, 
що показує частоту з’явлення одиничних елементів з різним ступенем спо-
творення (подана на рис. 1.45 для низькошвидкісних каналів), апроксиму-
ється таким виразом: 

δλ−δλ− ε+ε=δ 21 ee)( 21p ,     (1.91) 
де δ  – величина сумарних спо-
творень одиничних елементів, 

121 =ε+ε  – нормувальні коефі-
цієнти. Дві складові виразу 
(1.91) відповідають двом станам 
каналу – нормальному та «паке-
тному». 

Густина розподілу ймо-
вірності сумарних спотворень 
за тривалістю одиничних еле-
ментів (залежність ймовірності 
помилок від зони реєстрації), 
що показує частість спотворень 
у певній зоні тривалості одини-
чних елементів (наведена на 
рис. 1.46 для низькошвидкісних каналів), апроксимується кривою Персона 
типу 1: 

21 )/1()/1(~)( 21
q

t
q

tt llpp δ−δ+=δ ,    (1.92) 
де 21 ll +  – зони урахування сумарних спотворень, %; 21,qq  – коефіцієнти 
кривої розподілу. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок1.46 – Густина розподілу ймовірності сумарних спотворень  

за тривалістю одиничних елементів 
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1.2.4. Реєстрація сигналів кодових конструкцій 
 

Знання характеристик крайових спотворень і дроблень в КПС дозво-
ляє оцінити якість каналу зв’язку з точки зору його придатності для пере-
давання дискретних повідомлень. При цьому немаловажливий той факт, 
що оцінка величин спотворень та інтенсивності дроблень можлива в про-
цесі передавання інформації по каналу зв’язку. 

Сигнал, що надходить з виходу КПС, повинен бути ототожнений з 
«0» або «1». Необхідно провести також запам’ятовування значущої позиції 
сигналу даних. Процес визначення і запам’ятовування значущої позиції си-
гналу даних називається реєстрацією. Пристрій реєстрації сигналів, що 
забезпечує мінімальну ймовірність помилкового прийому pпом, назвемо 
оптимальним. Реалізація оптимального пристрою реєстрації викликає пев-
ні труднощі, і тому на практиці застосовують спрощені методи реєстрації, 
які хоча і програють у завадостійкості оптимальному, але простіші в реалі-
зації. До числа найбільш поширених методів реєстрації відносяться методи 
стробування та інтегральний. 

При реєстрації методом стробування вид елемента («0», «1»), що 
приймається, визначається на основі аналізу знаку імпульсу постійного 
струму (сигналу на виході КПС) у середині одиничного інтервалу. Будь-
яке зміщення моменту реєстрації відносно середини одиничного інтервалу 
призводить до збільшення ймовірності вірної реєстрації сигналу. 

Структурна схема пристрою, здійснюючого реєстрацію посилок ме-
тодом стробування, наведена на рис. 1.47, а часові діаграми, що поясню-
ють принцип роботи – на рис. 1.48. 

 

 

Передається послідовність 10101. На виході вхідного пристрою Вх.П 
імпульси постійного струму мають прямокутну форму, але спотворені за 
тривалістю (штриховою лінією показано неспотворені сигнали). Ключі 
Кл.1 і Кл.2 відкриваються одночасно на час надходження стробімпульсу. 
Надходження імпульсів стробування u5 в моменти, що відповідають сере-
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Рисунок 1.47 – Реєстрація методом стробування 
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дині одиничних інтервалів, забезпечуються застосуванням пристроїв по-
елементної синхронізації. При цьому сигнал u4 (u5) з’являється або на ви-
ході Кл.1 (точка 4 ), або Кл.2 (точка 5). У залежності від цього вихідний 
пристрій Вих.П фіксує «1» або «0». Якщо зміщення ЗМ відносно ідеально-
го положення не перевищує 0,5τ0, то елемент сигналу реєструється вірно. 
Величина, на яку допускається зміщення ЗМ, яке не викликає помилкового 
прийому, визначає виправляючу здатність приймача (або телеграфного 
апарата).  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 1.48 – Діаграми, що пояснюють принцип реєстрації  

методом стробування 
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У нашому випадку виправляюча здатність (теоретична) дорівнює 0,5τ0  
або 50%. Із рис. 1.48 видно, що через зміщення ЗМ відносно ідеального 
положення на величину, що перевищує 0,5τ0, п’ятий елемент приймається 
невірно. 

При інтегральному методі реєстрації рішення про вид прийнятого 
елемента виноситься на підставі аналізу сигналу uвих, визначуваного ви-
разом 

∫
τ

τ
=

0

00
)(1 dttuu вхвих , 

де uвх (t) – сигнал на вході реєструю чого пристрою (виході КПС). Цей сиг-
нал є дискретною функцією неперервного часу. 

Інтегрування здійснюється на інтервалі, що відповідає неспотворе-
ному елементу. Нехай uвх (t) приймає на інтервалі аналізу як значення uвх 
(t)=0, так і uвх (t)=1. Тоді рішення про приймання «1» повинно виноситись, 

якщо uвих (t) 2
1

≥ . Очевидно, що помилка при передаванні «1» буде в тому 

випадку, коли uвих (t) 2
1

< . 

Інтегральний метод часто реалізується на основі багаторазового 
стробування сигналу uвх (t) в N точках. Схема, що пояснює принцип дії та-
кого пристрою реєстрації, наведено на рис. 1.49. Сигнал u1 (t) (точка 1) ке-
рує ключем Кл. При відкритому ключі, коли uвх (t)=1, а імпульси u5 (t) 
(стробімпульси) проходять на вхід лічильника Лч. За час дії неспотвореної 
тактової посилки u1 (t) (на інтервалі 0τ ) на виході Кл. (точка 3) з’являється 
N тактових імпульсів. Якщо на виході Кл. на одиничному інтервалі 
з’явиться N/2+1 і більше стробімпульсів, то можна дійти висновку про те, 
що прийнята «1». Ємність лічильника досить взяти рівною N/2+1. Вкінці 
одиничного інтервалу, визначуваного за допомогою пристрою поелемент-
ної синхронізації, показання лічильника зчитуються і він обнульовується. 
Часові діаграми, які ілюструють роботу схеми, наведені на рис. 1.50. Тут 
невірно реєструється друга посилка. 

Порівняємо завадостійкість методів стробування та інтегрального 
при дії крайових спотворень. Оскільки при реєстрації методом стробуван-
ня посилки реєструються усередині, то допускається зміщення будь-якого 
із ЗМ на величину, що не перевищує величину 0,5τ0. При реєстрації інтег-
ральним методом сумарне зміщення границь не повинно перевищувати 
0,5τ0. Очевидно, що остання умова виконується з меншою ймовірністю, 
тобто )i(

кep > )c(
кep , де )i(

кep , )c(
кep  – відповідно ймовірності невірного прийому 

при крайових спотвореннях і реєстрації інтегральним методом та методом 
стробування. 
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Рисунок 1.49 – Реєстрація інтегральних методів 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 1.50 – Діаграми, що пояснюють принцип  

реєстрації інтегральним методом 
 
Якщо крайові спотворення δ підкоряються гауссівському закону 

)2/()( 2
e

2
1)( σ±δ−

πσ
=δ aW ,   (1.93) 

де a – математичне сподівання δ методом стробування; 2σ  – дисперсія δ, 
то ймовірність помилки при реєстрації  

2)c( )]([25,0)(5,075,0 zzp Φ−Φ−=кe ,           (1.94) 

де ∫ −

π
=Φ

z
x dxz

0

2/2
e

2
2)(  – функція Крампа; 

σ−µ= /)( az , 
де µ – виправляюча здатність приймача; a – математичне очікування змі-
щення границі елемента; σ – середнє квадратичне відхилення зміщення. 

При реєстрації інтегральним методом  
2)i( )]2/([25,0)2/(5,075,0 zzp Φ−Φ−=кe .  (1.95) 

Вх. У )(tuвх  

Кл Сч 

Вих. У 

1 

2 

3  6 

7 

5 4

× ×
1 2 3 

2 1 3 

 Помилка 

t 

t 

t 

t 

t 

u1 

u2 

u3 

u4 

u5 



 106 

При виведенні формул, що наведені вище, передбачається, що еле-
мент сигналу обмежений з обох сторін ЗМ, а 

)2/()(
1

22
e

2
1)( σ−δ−

πσ
=δ aW , )2/()(

2
22

e
2
1)( σ+δ−

πσ
=δ aW , 

де )(1 δW , )(2 δW  – густина розподілу крайових спотворень для лівого і пра-
вого ЗМ елемента сигналу відповідно. 

Як приклад наведемо методику виведення (1.94). Елемент сигналу 
реєструється невірно в тому випадку, якщо ліва або права границі зміс-
тяться в середині посилки на величину, що перевищує виправляючу здат-
ність приймача. Ймовірність подій позначимо відповідно 1p  і 2p . Невірна 
реєстрація має місце також в тому випадку, якщо обидві границі одночасно 
змістяться на величину, більшу µ. Ймовірність цієї події в припущенні не-
залежності зміщення границь елементів визначимо, як 21 pp . Очевидно, що 

)](1[5,0e
2
1 )2/()(

1
2

zdp a Φ−=δ
πσ

= ∫
∞

µ

σ−δ− ,  (1.96) 

)](1[5,0e
2
1 )2/()(

2
2

zdp a Φ−=δ
πσ

= ∫
µ−

∞−

σ+δ− .  (1.97) 

Враховуючи, що 2121
)c( ppppp −+=кe , одержимо (1.94). 

Розглянемо дію дроблень. Будемо вважати, що на одиничний інтер-
вал припадає тільки одне дроблення. Позначимо тривалість дроблення tдр. 
Очевидно, що всі дроблення можуть бути розділені на дві групи 

2/0τ<дрt  і 2/0τ≥дрt . Якщо 2/0τ<дрt  при інтегральному методі при-
ймання буде вірним, тому що спотворюється менше половини ІПТ. Якщо 

2/0τ>дрt , і при цьому спотворено більше половини ІПТ, то при інтегра-
льному методі реєстрації буде невірне приймання. Але оскільки спотво-
рено більше половини посилки, то буде спотворена і її середина. Отже 
буде невірним приймання і при реєстрації методом стробування. Таким 
чином, якщо при реєстрації методом стробування невірне приймання мо-
жливе як у випадку, якщо 2/0τ<дрt , так і при 2/0τ>дрt , то при інтегра-

льному – тільки при 2/0τ≥дрt . Тому )і()c(
дeдe pp > , де )і()c( , дeдe pp – відповідно 

ймовірності помилки при дії дроблень для випадків реєстрації методом 
стробування та інтегральним методом. Ймовірність помилки буде тим бі-
льшою, чим частіше з’являється дроблення, а також чим більша середня 
тривалість дроблення і дисперсія тривалості дроблення. При спільній дії 
крайових спотворень і дроблень ймовірність помилки наближено може 
бути визначена за формулою 

кeдeкeдe ppppp −+≈e . 
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В останні роки ведеться пошук простих у реалізації, але досить ефек-
тивних (близьких за завадостійкістю до оптимальних) методів реєстрації. 
Запропоновано низку методів, серед яких багатоінтервальний та інтегру-
вання з ваговою функцією, які розглядаються нижче. 

Особливість багатоінтервального методу полягає у відмові від 
обов’язкового оброблення сигналу на одиничному інтервалі τ0. Інтервал 
оброблення, на якому здійснюється реєстрація інтегральним методом, ви-
бираються в залежності від характеру спотворень ІПТ. Алгоритм вибору 
інтервалу обробки полягає в наступному. Якщо надходить посилка, що мі-
стить дві границі (два ЗМ), причому кожна з границь зміщена відносно 
ідеального положення не більше, ніж на задане граничне значення, то по-
силка інтегрується в інтервалі часу, 
обмеженому цими двома границя-
ми. Якщо ж зміщення границі 
(обох границь) перевищує гранич-
не значення, то границя (границі) 
замінюються тактовим імпульсом 
(імпульсами), що виробляються си-
стемою поелементної синхроніза-
ції. У випадку, коли в елементі си-
гналу (посилки), що надходить, 
немає границі (границь), тобто надходять підряд декілька однакових поси-
лок, то як і раніше відсутня границя замінюється тактовим імпульсом. Ко-
ли в інтервал часу, обмежений граничними зміщеннями границь (інтервал 
фіксації границь tф), попадає кілька границь (з’являються хибні границі), 
то інтегрування сигналу починається (закінчується) при появі першої гра-
ниці, що надходить. 

На рис.1.51 для прикладу показана спотворена посилка. Реєстрація 
сигналу звичайним інтегральним методом відбувається в інтервалі а–г (що 
відповідає випадку неспотвореного прийому). При цьому враховуються 
частини попереднього та наступного елементів. При багатоінтервальному 
методі інтегрування здійснюється в інтервалі б–в, що дозволяє краще ви-
користати енергію сигналу. 

Ймовірність помилки можна також зменшити, застосовуючи реєст-
рацію з ваговою функцією. Якщо відомо характер спотворень різних діля-
нок на тривалості одиничного елемента, то відлік необхідно здійснювати з 
різною вагою: там, де спотворення з’являються рідше, вагу необхідно збі-
льшити і навпаки. Описані раніше методи реєстрації – інтегральний і стро-
бування – можна розглядати як поодинокий випадок методу реєстрації з 
ваговою функцією. При інтегральному методі вага береться однаковою на 
всьому інтервалі реєстрації τ0, а при стробуванні середня частина береться 
з вагою 1, а всі останні частини – з вагою 0 (не враховуються). 

б г 
.. ×  ×  

а в

  

фt  фt  

Рисунок 1.51 – До реєстрації посилок  
багатоінтервальним методом 
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На рис. 1.52 показано приймання стартостопної комбінації при ре-
єстрації в середній частині кожного елементу. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 1.52 – Реєстрація посилок стартстопної комбінації:  
а –прийнята ідеальна стартстопна послідовність; 
б – відповідна їй послідовність стробімпульсів;  
в – стартстопна послідовність зі зміщеним  
в сторону відставання стартстопним переходом;  
г – відповідна їй послідовність стробімпульсів. 

 
1.2.5. Статистика помилок на виході дискретного каналу.  

Моделі потоку помилок 
 

Випадковий процес виникнення помилок в дискретному каналі буде 
повністю описаний, якщо задані: вхідний (A) і вихідний (Â) алфавіти сим-
волів, а також сукупність перехідних ймовірностей виду p(â/a), де 
a = ,...),...,,,( 321 iaaaa  – довільна послідовність символів вхідного алфавіту 
і Aai ∈  – символ на вході каналу в i-й момент часу â = ,...)...,ˆ,ˆ,ˆ( ,321 iaaaa  – 

відповідна a послідовність символів із вихідного алфавіту, а Aai
ˆˆ ∈  – сим-

вол на виході каналу в i-й момент; p(â/a) – умовна ймовірність прийому 
послідовності â за умови, що передана послідовність a. 
 

 
Рисунок 1.53 – Діаграма переходів                           Рисунок 1.54 – Еквівалентна схема 
                      у бінарному каналі                                  дискретного симетричного каналу 
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Число заданих перехідних ймовірностей зі збільшенням довжини 
вхідних та вихідних послідовностей зростає. Так, якщо використовується 
двійковий код і вихідний алфавіт дорівнює вхідному, то при послідовності 
довжини n загальне число заданих перехідних ймовірностей буде дорівню-
вати n22 . Очевидно, що вже при n = 20 подання перехідних ймовірностей 
у виді таблиці хоча і можливо, але навряд чи доцільно. 

Помилки в реальних каналах зв’язку. Спотворення кодограми мо-
жуть мати характер r-кратних незалежних помилок і пакетів помилок. Під 
r-кратною помилкою розуміється спотворення в кодограмі r символів. Так, 
якщо передавалась кодограма 101100, а прийняті послідовності імпульсів 
111100 та 100110, то відбулись відповідно одинична (r = 1) і двократна 
(r = 2) помилки. 

Особливим видом двократних помилок є помилки зміщення, коли в 
кодограмі одночасно трансформуються символ 0 в 1 і символ 1 в 0. В ре-
зультаті число символів 0 і 1 в кодограмі не змінюється, і коди, що викори-
стовують зміни цього числа для виявлення помилок, не фіксують спотво-
рення такого типу. 

Під пакетом помилок розуміється послідовність кодових слів, що мі-
стять кілька помилок, і розміщена між першим та останнім спотвореними 
символами цієї послідовності, при цьому відстань між двома сусідніми па-
кетами помилок повинна бути не менше визначеного числа неспотворених 
символів (розділювального інтервалу рl ). Очевидно, що в середині пакета 
помилок можуть міститися неспотворені символи. Загальна кількість сим-
волів в пакеті характеризує його довжину пl , а число спотворених символів 
– його вагу пw . Якщо передавалась, наприклад, кодограма 1110001110, то 
пl = 3 і пw = 2; при прийомі послідовностей 11110011000  або  1110011000  
відповідно  маємо пl = 8, пw = 2   та   пl = 8, пw = 5. 

Наведене вище поняття пакета помилок потребує кількісного уточ-
нення, тому що незрозуміло, які спотворені символи слід віднести до одно-
го й того ж пакета, а які символи до різних пакетів. Розглянемо послідов-
ність символів довжиною n, що містить r помилок і розміщену між першим 
та останнім спотвореними символами. Якщо помилки всередині пакета не-
залежні і з’являються з ймовірністю пep , то їхнє число підкоряється біно-

міальному закону розподілу. Частість появи помилок 
n
r

=ξ0  може бути 

визначена експериментально. Задамося довірчою ймовірністю 0β  і будемо 
шукати верхню межу ймовірності вeпe pp = , за якої малоймовірно одержа-
ти частість помилок 0ξ<ξ . Ця межа шукається із рівняння 

0
0

вe 1)1( β−=−∑
=

−
r

i

inii
n ppC вe .          (1.98) 
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Нижня межа ймовірності нeпe pp = , при якій малоймовірно, що 

0ξ>ξ , знаходиться із рівняння 

0нe 1)1( β−=−∑
=

−
n

ri

inii
n ppC нe .         (1.99) 

Якщо r = 0, то рівняння (1.98) набуде вигляду 
01)1( β−=− np вe . 

Найбільше значення mnn = , яке задовольняє цьому рівнянню, харак-
теризує максимальну відстань між спотвореними символами, які належать 
одному пакету помилок, тобто визначає довжину пакета пl : 

)1lg(
)1lg( 0

вe
п p

lnm −
β−

== . 

Якщо ж інтервал між спотвореними символами 1+≥ пр ll , то вони 
відносяться до суміжних пакетів помилок. Наприклад, при 4,0=вep  і 

9,00 =β  , пl = 5 символів, а інтервал 6=рl  символів; при 4,0=вep  і 
999,00 =β  пl = 14 і 15=рl  символів. 
При кореляції помилок з коефіцієнтом 0ρ  ймовірність спотворення 

символу всередині пакета  
)1(2 0ee ρ−= п

'
п pp , 

а довжина пакета 

0

0

lg
)1lg(

ρ
β−

=пl .     (1.100) 

Природа виникнення 
пакетів помилок полягає в 
наступному. Замирання сиг-
налів в каналі призводить до 
залежності )(2

c tfh = , де 2
ch  – 

перевищення сигналу. Через 
те що ймовірність спотво-
рення символу )( 2

e chp ϕ= , де 
нелінійний функціональний 
оператор φ визначається 
способами маніпуляції, пе-
редавання й приймання сиг-
налів, то одержується нелі-
нійна залежність )(e tp ϕ= . 

Нехай функція )(2
c th  має прямокутну форму (рис.1.55). 
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Рисунок 1.55 – Модель каналу з двома станами 
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Такий випадок на практиці може мати місце при інтенсивних імпуль-
сних завадах, стрибках напруги в проводових каналах, короткочасних пе-
рервах зв’язку та ін. В інтервалах часу ),( 21 tt  і ),( 43 tt , які відповідають хо-
рошому стану каналу, перевищення сигналу велике і ймовірність помилки 
буде мінімальною )( 1epp =e . В інтервалах ),( 32 tt  і ),( 54 tt  перевищення си-
гналу мале, стан каналу поганий і ймовірність помилки зростає )( 2epp =e . 
Тому всередині цих інтервалів символи будуть спотворюватися частіше, 
тобто відбудеться начебто групування помилок і з’являться пакети поми-
лок. Очевидно, що середня ймовірність спотворення символів 

)( 2ee ppp <<e1 . Якщо стрибкоподібні зміни коефіцієнта передачі каналу 
настають незалежно один від одного, то пакети помилок будуть некоре-
льованими між собою, в противному разі пакети помилок групуються в ла-
нцюжки пакетів помилок. 

За тривалих розривів каналу зв’язку пакет (ланцюжок) помилок мо-
же охопити кілька сусідніх кодограм. У цьому випадку іноді говорять, що 
відбувся викид помилок. Число спотворених кодограм характеризує дов-
жину викиду помилок вl . 

Для повної ймовірності оцінки потоку помилок необхідно знати се-
редню ймовірність спотворення кодового символу ep , ймовірність спотво-
рення кодограми кeP , а також функції розподілу помилок в спотворених 
кодограмах )( cnF , інтервалів між помилками )( cτF  та інтервалів між по-
милками відносно попередніх інтервалів )( cτtF . 

При досить великому числі символів ймовірність  

0

c
e n

r
n
np ==

0
,         (1.101) 

де 0n  і сn  – відповідно число переданих і спотворених символів. Сам по 
собі цей параметр не має особливого значення, але він дуже впливає на ве-
личину ймовірності 

зк

ск
кe N

N
P =  

де Nк з – загальне число переданих кодограм; Nк с – число спотворених ко-
дограм. Ймовірність кeP  залежить від надлишковості коду, типу і інтенси-
вності завад, способу оброблення сигналів. 

Характер функції розподілу )( сnF  залежить від типу лінії зв’язку. 
Так кабельні канали характеризуються в основному кодограмами з малим 
значенням сn  (крива 1 на рис. 1.56, а); для провідних ліній функція )( сnF  
більш рівномірна, причому відсоток кодограм з помилками більш високої 
кратності зростає. 
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Функція )( сnF  характеризує кореляцію помилок (на рис.1.56, б ін-
тервал між помилками виражений в двійкових символах). 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 1.56 – Статистичні характеристики кабельних каналів 

 
Функція )( сnF  більш тонко відображає статистичну структуру пото-

ку помилок, оскільки враховує вплив попередніх моментів часу (на рис. 
1.56, в за віссю абсцис відкладені поточні часові інтервали між помилками 
в двійкових символах, а біля кривих – попередні часові інтервали). 

Природа кореляції помилок точно не встановлена. Але відзначені ін-
тервали кореляції двох видів – короткі, тривалістю до 10...5  мс, і довгі, 
вимірювані десятками хвилин. Перші обумовлені в основному дією завад, 
другі – порушенням умов нормальної експлуатації апаратури. 

Наведені приклади показують суттєву відмінність реальних каналів 
від каналу з гаусcівською завадою. Для порівняння на рис. 1.57 наведені 
залежності ймовірності помилок для каналів з різними типами модуляції та 
прийому. 

Розглянемо деякі моделі потоків помилок в дискретних каналах 
зв’язку. 

Модель потоку помилок у двійковому симетричному каналі. В ос-
нові моделі потоку помилок у двійковому симетричному каналі (ДСК) ле-
жать наступні припущення: канал симетричний; спотворення символів від-
бувається незалежно один від одного; число помилок r в кодовому слові  
значності п описується біноміальним законом розподілу  

rnrr
nn ppCrp −−= )1()( ee . 

Найбільш імовірним є одиничні помилки (r = 1); ймовірність появи по-
милок великої кратності нижче ймовірності появи помилок малої кратності. 

У реальних каналах зв’язку значущість кодограми n велика, а серед-
ня ймовірність спотворення символу ep  мала. При цьому число помилок 
добре апроксимується розподілом помилок Пуассона 
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ee
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)()( e np
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n r
nprp −= . 

Із цієї формули виходить, що при використанні моделі ДСК досить 
знайти тільки ймовірність ep , що суттєво спрощує розрахунок. Але гіпоте-
за про незалежність помилок у більшості випадків не підтверджується на 
практиці, і результати розрахунків, основані на моделі ДСК, можуть слугу-
вати лише наближеною оцінкою вірності зв’язку. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 1.57 – Характеристики завадостійкості телеграфних каналів  
при флуктуаційних завадах: 

1 – некогерентна АМ; 2 – когерентна АМ; 3 – некогерентна ЧМ;  
4 – когерентна ЧМ; 5 – некогерентна ДЧМ; 6 – когерентна ДЧМ;  

7 – ФМ; 8 – ДФМ; 9 – ОФМ1; 10 – ОФМ2 

 
Для ДСК раціонально використати коди, що виправляють всі помил-

ки кратності 0rr ≤  і не виправляють помилки більш високої кратності. 
Модель потоку помилок в каналі з двома станами. Ця модель, за-

пропонована Гільбертом, описує потік помилок у каналі простим однорід-
ним ланцюгом Маркова з двома станами. В одному стані – хорошому – пе-
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ревищення сигналу 2
ch  більше порогового значення 2

псh  (рис.1.55) і ймові-
рність спотворення символів 1ep  значно менше середнього значення ep . В 
іншому стані каналу – поганому – в межах інтервалів ),( 21 tt  і ),( 43 tt  вели-
чина 2

ch  < 2
псh , і ймовірність спотворення символів e2e pp >> . Моменти ча-

су 1t  та 3t  відповідають появі пакетів помилок довжиною пl  символів, при 
цьому помилки всередині пакетів і самі пакети передбачаються некорельо-
ваними. 

Ймовірність помилки залежить від величини перевищення сигналу 
над шумами 2

ch  (передбачається, що в каналі зв’язку діють адитивні гаус-
сівські шуми). Завмирання викликають зміну 2

ch , тому при визначенні за-
лежності )( 2

ce hp  необхідно перейти від функції )( cUw до функції )( 2
chw . 

Згідно з теоремою про перетворення розподілу ймовірностей маємо  

2
c

2
c2

c
2
c

)()]([)(
dh

hdfhfwhw = , 

де функція  
2
шσ== 2

c
2
c

2
c 2)( hUhf . 

У Ланька А.А. ця модель характеризується параметрами: пp  – ймо-
вірність появи пакета помилок (ймовірністю переходу каналу від хорошого 
стану в поганий); )( пlp  – ймовірність утворення пакета помилок довжи-
ною пl  в поганому стані каналу; 1ep  – ймовірність спотворення символів в 
хорошому стані каналу (за відсутності пакета помилок); 2ep  – ймовірність 
спотворення символів в поганому стані каналу (всередині пакета помилок). 

Нехай в пакетах зосереджено %0α  усіх помилок. Тоді 

e0
2

0

2
0

22

0

2
с )()()()(

2

pdhhwhfdhhwhf
h

α=α= ∫∫
∞

ссссс

пс

 

Тому що ймовірність  
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то при заданому значенні 2
псh  одержимо 

epp
1

0
1e 1

1
ϕ−
α−

= ;   ,
1

e0
2e ϕ

α
=

pp  

де функція 
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22

0
1 )(

2

сс

пс

dhhw
h

∫=ϕ . 

Середнє число викидів за 1 с обвідної випадкового процесу )(2
c th  

вище рівня 2
псh  визначається виразом 

зоTh2
co

0
85,0

=ν . 

Тоді ймовірність  
c0ec0п

TTp ν−ν= . 
Якщо пt  – тривалість викиду обвідної функції )(2 thс , то ймовірність  

ппп

п

п

dttwlp
Tl

Tl
∫

+

−

=
c

c

)5,0(

)5,0(

)()( . 

При завмиранні за законом Релея густина ймовірності 

2
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2
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e
2

)( 2
co

2
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c
h
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h
h

hw
−

= , 

де 2
oсh  – середнє значення 2

сh . В цьому випадку при некогерентному при-
йманні ортогональних сигналів ймовірності 
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Тоді при 99,00 =α  одержимо 

32 ≈псh ;   2
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1
9e1

2
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h
h ≈−=ϕ  

При 1002 ≥oсh , що часто виконується на практиці, ймовірності  

e
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1e 10 pp −≈ ;   2
coe2e 11,0 hpp ≈ , 

]
4

)5,0(exp[]
4

)5,0(exp[)( 2

2

2

2

пo

п

пo

п
п l

l
l

llp +π
−−

−π
−= , 

де середня довжина пакету помилок у символах 

2
co

6,10
h

Ttl T
T

ν
≈ν= зо

попо ; 

зоT  – середній період завмирань, а ймовірність 
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Для кабельних каналів можна прийняти 4,0...3,02e ≈p  і 
65 103...103 −− ⋅⋅≈пp . 

Розглянута модель задовільно відображає властивості реальних ка-
налів, порівняно просто і в той самий час дозволяє застосовувати матема-
тичний апарат теорії імпульсних потоків для аналізу групування помилок 
при рознесеному прийомі. 

В табл. 1.2 наведені основні параметри реальних каналів зв’язку при 
передаванні дискретних повідомлень. 
 
Таблиця 1.2 – Характеристики реальних каналів 
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1 Кабельний телефонний 
виділений 

ВФМ 1200 1 2,82⋅10-4 0,770 –0,296 

2 Так само ВФМ 1200 5 1,29⋅10-4 0,510 –1 
3 Так само ВФМ 1200 5 5,20⋅10-4 0,710 +0,114 
4 Кабельний телефонний 

комутований (МАТС) 
ЧМ 1200 Дві 

МАТС 
2,00⋅10-3 0,340 +0,170 

5 Радіорелейний теле-
фонний 

ВФМ 1200 3 2,66⋅10-4 0,606 –0,520 

6 Так само ЧМ 1200 3 7,03⋅10-4 0,545 –0,240 
7 Тропосферний теле-

фонний 
ВФМ 1200 – 7,3⋅10-4 0,439 +0,033 

8 Так само ЧМ 1200 – 7,05⋅10-4 0,449 –0,020 
9 Радіотелеграфний КХ ЧМ 150 20 кВт 2,85⋅10-4 0,373 –0,544 
10 Так само ЧМ 50 5 кВт 5,85⋅10-3 0,320 +0,232 
11 Так само ЧМ 150 1 кВт 1,64⋅10-2 0,550 –0,141 

 

Статистична ймовірність появи спотворених комбінацій визначаєть-
ся як відношення кількості спотворених комбінацій ( )nNпом  до загальної 
кількості комбінацій ( )nN з : 

( ) ( )
( )nN

nNnP
з

пом,1 =≥  

Ймовірність ( )nP ,1≥  є неспадною функцією, при ∞→n  
( ) 1,1 →≥ nP  за будь-якого значення 0>p . Міра зростання ( )nP ,1≥  зі збі-

льшенням п залежить від характеру розподілу помилок. Для каналу з неза-
лежним розподілом помилок ( ) ( )npnP −−=≥ 11,1 , а при 1<<np  
( ) npnP ≈≥ ,1 . У цьому випадку ймовірність появи спотворених комбінацій 

лінійно залежить від кількості елементів у комбінаціях при фіксованому 
значенні р. 
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Для гіпотетичного каналу з двома станами, один з яких характеризу-
ється ймовірністю появи помилки 11 =p , а другий 02 =p  ( ) pnP =≥ ,1 . Ви-
ходячи з цього, можна визначити границі можливого змінювання величини 
ймовірності появи спотворених комбінацій: ( ) npnPp <≥< ,1 . У реальних 
каналах через груповий характер завад величина ( )nP ,1≥  менше залежить 
від довжини комбінації, ніж у випадку незалежних помилок, і тому експе-
риментальні значення ( )nP ,1≥  розміщуються приблизно у середній части-
ні між цими границями.  

На рис. 1.58 наведена залежність ( )nP ,1≥  від п для трьох виділених 
кабельних телефонних каналів, одного комутованого телефонного каналу і 
одного каналу тонального телеграфування. Масштаб на всіх рисунках по 
обох осях є логарифмічним. Точками нанесено експериментальні дані, які 
достатньо добре апроксимуються прямими лініями при кількості елементів 
у комбінаціях від 1 до 500. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 1.58 – Залежність ( )nP ,1≥  від п для телефонних кабельних каналів 
 
Установлено, що звичайно для однакових каналів нахил прямих при-

близно є однаковим, а зі зміною частості помилок апроксимуюча пряма 
зміщується не змінюючи кута нахилу. Для каналів різного виду нахил пря-
мих є різним. На підставі рівняння прямої лінії можна одержати 

( ) pnnP α−=≥ 1,1 , 10 <α< .   (1.102) 
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Коефіцієнт α характеризує міру зростання ймовірності ( )nP ,1≥  зі 
збільшенням п. Із міркувань фізики явищ назвемо його показником групу-
вання помилок. Для двох границь величини ймовірності ( )nP ,1≥  значення 
є такими: для каналу з незалежними помилками α = 0; для гіпотетичного 
каналу, коли всі помилки зосереджені в одній групі, α = 1. Таким чином, 
параметр α характеризує міру групування помилок в реальному каналі 
зв’язку і є другим його параметром. За допомогою двох параметрів р і α 
можна визначити характеристики каналів зв’язку. Значення показників 
групування для різних каналів наведені в табл.1.2. 

Найбільше значення α має в телефонних кабельних каналах. Це по-
яснюється тим, що короткочасні переривання у різних проміжних пунктах 
кабельної магістралі призводять до появи груп з великою густотою поми-
лок. Менше значення α має у радіорелейних каналах, через те, що в них, 
поруч з ділянками великої густоти, є ділянки з рідкісними помилками, які 
з’являються через підвищення рівня шумів. У тропосферних телефонних 
каналах і КХ радіотелеграфних каналах через завмирання сигналу і вплив 
завад спостерігаються не лише пачки помилок, але і одиничні помилки. 
Тому показник групування набуває найменше значення ( 45,0...32,0≈α ). 
Для каналів тонального телеграфування звичайно параметр α має таке са-
ме значення, що і для кабельних телефонних каналів, через ті ж самі при-
чини виникнення помилок. Про це свідчить приблизно однаковий нахил 
прямих залежності ( ) ( )nfnP =≥ ,1  на рис. 1.58 для кабельних виділених 
каналів і каналу тонального телеграфування. 

Таким чином, величина параметра α певною мірою відображає фізи-
чні причини появлення помилок. Тому параметр α є надто важливим пара-
метром послідовності помилок Е. 

Одним із відомих способів зменшення впливу групування помилок 
на ефективність систем підвищення достовірності є декореляція помилок 
рознесенням елементів, що передаються, у часі. На рис. 1.59 наведено за-
лежності ( ) ( )nfnP =≥ ,1  для каналів 2, 4 і 11 в табл. 1.2 при інтервалах де-
кореляції 10=j  і 1000 елементів (випадок 1=j  відповідає відсутності де-
кореляції). Пунктиром на рис. 1.59 нанесено залежності ( ) ( )nfnP =≥ ,1  для 
незалежного розподілу помилок. 

При оцінці ефективності блокових коректуючих кодів викликає заці-
кавленість не тільки ймовірність появи п-елементних спотворених комбі-
націй ( )nP ,1≥ , але й імовірності появи спотворених комбінацій з однією 
( )nP ,1 , двома ( )nP ,2  і т помилками ( )nmP , . Якщо ці ймовірності визна-

чаються по відношенню до всіх переданих комбінацій, то очевидно 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑
=

=+++++=≥
n

i
niPnnPnmPnPnPnP

1
,,...,...,2,1,1 .  (1.103) 
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Рисунок 1.59 – Залежність ( )nP ,1≥  від п за різних інтервалів декореляції 
 
Для оцінки ефективності деяких коректуючих кодів необхідно також 

знати сумарну (накопичену) ймовірність появи спотворених комбінацій з 
т і більше помилками: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑
=

=++++=≥
n

mi
niPnnPnmPnmPnmP ,,...,1,, . 

Статистична ймовірність появи п-елементних комбінацій з т і біль-
ше помилками визначається як відношення кількості комбінацій з т і бі-
льше помилками до загальної кількості комбінацій: 

( )
( )

( )пN

niN
nmP

з

n

mi
∑
==≥

,
, ,    (1.104) 

де ( )niN ,  – кількість п-елементних комбінацій, що містять і помилок; 

( )∑
=

=
п

і
niNN

0
з ,  – загальна кількість переданих п-елементних комбінацій. 

( )nP ,1≥  
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При статистичному обробленню кількість комбінацій з і помилками 
( )niN ,  визначається діленням послідовності помилок ( )LeeeeE ...,,,, 321=  

на підпослідовності ( )nn eeeeE ...,,,, 321=  і наступним підрахунком кількос-
ті підпослідовностей nE  з вагою і. При цьому nLN /з = . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 1.60 – Залежність ( )nmP ,≥  від т для каналу 1 
 
На рис. 1.60 – 1.62 у подвійному логарифмічному масштабі наведено 

графіки ( )nmP ,≥  в залежності від кількості помилок т у комбінаціях різ-
ної довжини п для трьох різних типів каналів: кабельного і радіорелейного 
телефонних і радіотелеграфного (канали 1, 6, 9 в табл. 1.2). Точками на цих 
рисунках нанесено експериментальні дані, які на ділянці 3/1 nm ≤≤  доста-
тньо добре апроксимуються прямими лініями. Установлено, що для всіх 
реальних каналів значення ( )nmP ,≥  зі зростанням т на ділянці 3/nm <  
спадають повільно, що пояснюється наявністю спотворених комбінацій з 
великою кількістю помилок і груповим характером розподілу останніх. 

Порівнюючи рис. 1.59 – 1.61 бачимо, що швидкість спадання ймові-
рності ( )nmP ,≥  є різною і залежить від виду каналу. Через те, що найбіль-
ше групування помилок спостерігається у кабельних каналах, швидкість 
спадання ймовірності ( )nmP ,≥  зі зростанням т у цих каналах (рис. 1.60) є 
найменшою. У радіорелейному і тим більше у радіотелеграфному каналі 
(рис. 1.62) ймовірність ( )nmP ,≥  зі збільшенням кількості помилок спадає 
швидше. 
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Рисунок 1.61 – Залежність ( )nmP ,≥  від т для каналу 6 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 1.62 – Залежність ( )nmP ,≥   від т для каналу 9 
 
 

1.2.6. Питання та задачі для самоперевірки  

1. Що характеризує критерій фізичної реалізації лінійної системи? 
2. Проаналізуйте вираз (1.62) і вкажіть методи зменшення середньо-

квадратичної похибки відтворення. 
3. Якими параметрами характеризується ефективна смуга частот? 
4. Що є фіксованими обмеженнями на параметри сигналу у виразі 

(1.69)? 
5. Яке максимальне значення двійкового каналу: а) без завад; б) при 

наявності завад? 
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6. Як змінюється пропускна здатність при використанні числа станів 
інформаційного параметра 2>a ? 

7. При яких значеннях ймовірності ep  у виразі (1.79) величина про-
пускної здатності буде максимальною? 

8. Що характеризує апріорна ймовірність сигналу? 
9. Що призводить до різних затримок на виході каналу різних зна-

чущих моментів відтворення? 
10. В якому випадку змінюється довжина кодових посилок при за-

тримці ЗМВ? 
11. Опишіть процес появи характеристичних спотворень. 
12. Як впливає параметр τ у виразі (1.84) на величину характеристи-

чних спотворень? 
13. Установіть зв’язок між значенням т і середнім значенням трива-

лості дроблення (вираз 1.90). 
14. Установіть залежність між середньоквадратичним відхиленням 

дрτln  і середньоквадратичним для дрτ  (вираз 1.90). 
15. Чим визначається виправляюча здатність приймального при-

строю зі стробуванням у середині посилки за наявності зсувів ЗМВ? 
16. Чим відрізняється дискретне інтегрування сигналу посилки від 

аналогового? 
17. Що характеризує коефіцієнт групування помилок α? 
18. Наведіть приклади повідомлень при передаванні яких коефіцієнт 

групування є позитивним фактором, а для яких негативним? 
19. Наведіть послідовність алгоритму декореляції помилок при мат-

ричному методі. 
20. Порівняйте час затримки повідомлення з декорелятором і без 

нього за однакової ймовірності помилкового прийому кодового слова за 
рахунок надлишкового кодування. 
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ЧАСТИНА 2 
 

ЗАВАДОСТІЙКЕ КОДУВАННЯ 
 

Глава 2.1. Блокові коди 
 

2.1.1. Основні характеристики блокових кодів,  
їхнє описання та властивості 

 
Класифікація основних коректуючих кодів. На сьогодні відома 

значна кількість кодів, коректуючих помилки, які використовуються в сис-
темах цифрового зв’язку, і тому їхня систематизація і класифікація дуже 
ускладнена. У зв’язку з цим, при побудові класифікаційної діаграми (рис. 
2.1) розглядаються тільки ті коди, які знаходять застосування у системах 
передачі дискретних повідомлень (СПДП). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Двійкові коректуючі коди можна поділити на два великих класи – 

блокові та згорткові. 
До блокових відносяться такі коди, в яких кодування і декодування 

здійснюються в межах блока, що складається з певного числа кодових си-
мволів. У літературі з завадостійкого кодування блоки кодових символів 
називають по-різному: кодовими словами, кодовими комбінаціями й кодо-
вими векторами. До згорткових кодів, що називалися раніше неперервни-
ми, рекурентними або ланцюговими, відносяться такі коди, в яких процес 

Коректуючі помилки, коди 

Блокові Згорткові 

Лінійні Нелінійні 

КПВ 

Систематичні Несистематичні Систематичні Несистематичні 

ЦК ССК ПД СК АПос.Д СК АВ Турбокоди 

Коди Хеммінга Коди БЧХ Коди Ріда-Соломона МДК 

Рисунок 2.1 – Класифікація основних завадостійких кодів 
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кодування має неперервний характер без виділення меж при формуванні 
послідовності кодових символів. Важливою відмінністю згорткового коду-
вання є те, що кодові символи на виході кодера залежать не тільки від ін-
формаційних символів, що надійшли на даний момент часу, але й від по-
передніх символів на його вході. 

Блокові коди, в свою чергу, поділяються на лінійні та нелінійні. До 
лінійних відносяться такі коди, в яких формування блоків, тобто кодування 
здійснюється з використанням лінійних операцій (підсумовування і мно-
ження над інформаційними символами з урахуванням арифметики за мо-
дулем 2). У противному разі коректуючі коди відносяться до нелінійних, 
тому що сума двох кодових комбінацій (КК) з заданими властивостями не 
утворює комбінацію, що належить до даного коду. Найпростішим прикла-
дом нелінійного коду є міжнародний семиелементний код МТА-3, який ще 
називають кодом з постійною вагою (КПВ), в кожній кодовій комбінації 
якого міститься три одиниці і чотири нуля. 

Лінійні коди, в свою чергу, поділяються на систематичні та несис-
тематичні. В систематичних кодах інформаційні символи на виході коде-
ра формуються в кінці кодового слова. Належність до систематичних або 
несистематичних кодів визначається вибором коду й алгоритму кодування. 
Значну частину лінійних кодів займають циклічні коди (ЦК), які знаходять 
застосування у системах цифрової передачі різного роду повідомлень. До 
них відноситься досить велике число коректуючих кодів, серед яких най-
більш відомими є:  

 – коди Хеммінга, що виправляють однократні і виявляють двократні 
помилки; 

 – коди  БЧХ, що  володіють  високою  коректуючою  здатністю, за-
пропоновані Хоквінгемом, Боузом і Чоудхурі; 

 – коди Ріда-Соломона, що являють собою важливий підклас кодів 
БЧХ з коефіцієнтами кінцевих полів Галуа, які знайшли застосування у си-
стемах космічного зв’язку (NASA); 

 – мажоритарно декодовані коди (МДК), що виправляють багатора-
зові помилки, яким властиві прості алгоритми декодування. 

Згорткові коди (ЗК), вперше запропоновані Елайесом, як і блокові, 
також поділяються на систематичні і несистематичні. Перші, до яких 
відносяться самоортогональні згорткові коди (ОЗК), декодуються надто 
простим пороговим методом, а другі – з використанням алгоритму послі-
довного декодування (ЗК АПос. Д), запропоновані Дж. Возенкрафтом. 

Заслуговує на згадку внесок, зроблений російськими вченими з пи-
тань завадостійкості кодування Зяблова В.В. і Золотарьова В.В., а саме в 
області каскадного кодування і багатопорогового декодування самоорто-
гональних ЗК. 

Широко використовуваний на даний час алгоритм Вітербі може за-
стосовуватись як до несистематичних, так і до систематичних кодів. На 
основі алгоритму Вітербі розроблені і впроваджені турбокоди К. Берроу. 
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Загальні поняття і визначення. Геометрична інтерпретація ко-
ректуючих кодів. Ефективним методом підвищення надійності СПДП є 
використання коректуючих кодів. Кодер систематичного коду – це при-
стрій, що формує на основі інформаційної послідовності символів 

maaa ,...,, 21  послідовність перевірочних символів rbbb ,...,, 21 . За допомогою 
введеної надлишковості декодер має можливість, в залежності від вибору 
коректуючого коду й алгоритму декодування, виявляти або виправляти 
помилково прийняті інформаційні символи (елементи), що утворилися в 
результаті дії різного роду завад у каналі зв’язку.  

Блокові коди характеризуються довжиною блока або значністю ко-
дового слова (КС) п і кількістю інформаційних символів m. Для них при-
йнято  позначення (n, m). До лінійних (n, m) кодів належать такі, в яких 
r = n – m надлишкових символів формуються із m інформаційних за допо-
могою лінійних операцій, тобто операцій підсумовування і множення (Для 
двійкових кодів додавання виконується за mod 2, тобто 0 + 1 = 1, 1 + 0 = 1, 
0 + 0 = 0 і 1 + 1 ≡ 0, а  операція  множення – в  звичайному розумінні,  тоб-
то  0 × 1 = 0, 1 × 0 = 0, 0 × 0 = 0 і 1 × 1 = 1; знак ≡ тут можна розглядати як 
результат підсумовування в двійковій системі числення без урахування 
старшого розряду. Наприклад, 1 + 1 = 210 = 102 ≡ 0). 

Перевірочні символи для деякого групового коду можуть бути ви-
значені наступними j виразами: 
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де ia  – інформаційні символи; 1;0=α ji  – коефіцієнти, що визначають ал-
фавіт коду; mnj −= ....,,2,1  – індекси перевірочних елементів. При цьому 
коефіцієнти jiα  утворюють прямокутну матрицю для визначення переві-
рочних символів 
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Базисні вектори-рядки даної матриці лінійно незалежні. Нагадає-
мо, що вектори-рядки називаються лінійно незалежними, якщо жоден із 
них не може бути поданий у вигляді лінійної комбінації інших рядків. 
Іншими словами, їх сума не повинна утворювати рядок, в якому всі еле-
менти нульові. 

В n-значних кодах з усіх можливих з’єднань кодових комбінацій 
nn

nnnn CCCСN 2210 =++++= …об  
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для передавання повідомлень використовується тільки mN 2p =  КК, які на-
зиваються дозволеними. Останні невикористовувані комбінації ( pоб NN − ) 
називаються недозволеними. 

Лінійні блокові коди мають властивості  замкненості, які означають, 
що сума за mod 2 двох і більше дозволених кодових комбінацій утворюють 
іншу дозволену кодову комбінацію, що належить цьому ж коду. Із зазначе-
ного можна зробити висновок, що будь-який лінійний код завжди має ну-
льове кодове слово (000...000), утворене в результаті підсумовування декі-
лькох дозволених. 

Коректуючі коди призначені для виправлення або виявлення поми-
лок певної кратності. Кратність помилки визначається кількістю спотво-
рених символів у прийнятій кодовій комбінації значності n. 

При незалежних помилках у каналі зв’язку ймовірність випадкового 
утворення t-кратної помилки в інтервалі n елементів визначається відомою 
з курсу математики з теорії ймовірності формулою Бернуллі 

( ) 1
e0 1 −−= ntt

nt ppCP , 
де t

nC  – біномінальні коефіцієнти; ( ) ( )1/00/10 PPp +=  – повна ймовірність 
помилки у каналі зв’язку.  

Коректуюча здатність двійкових кодів залежить від мінімальної ко-
дової відстані за Хеммінгом 

( ) 2modmin
1

0 ∑
=

+=
n

i
liji AAd , 

де liji AA ,  – порівняльні КС; klj 2...,3,2,1, = , lj ≠ . Таким чином, мінімаль-
на кодова відстань або кодова відстань дорівнює найменшій із усіх мож-
ливих відстаней в метриці Хеммінга між усіма можливими парами КС. Для 
лінійних кодів, з урахуванням того, що в коді завжди є нульове КС, кодова 
відстань визначається мінімальною вагою W(t) кодових слів, тобто 

)(min0 tWd − . 
Вага КС дорівнює арифметичній сумі числа одиниць серед інформа-

ційних та перевірочних кодових символів n-значного кодового слова (КС), 
тобто: 

( ) ∑∑
==

+=
r

i
i

m

i
ij baAWt

11
. 

Максимальна кратність виявлення помилок вt  або виправлення по-
милок впt  пов’язані з кодовою відстанню наступними виразами: 

– в режимі виявлення помилок 
10в −= dt ;                                                (2.2) 

– в режимі виправлення помилок 
( )⎡ ⎤2/10вп −= dt .     (2.3) 
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Теорема 1. Якщо 0d  парне, то код може одночасно виправляти 
( ) 2/20 −d  помилок і виявляти 2/0d  помилок. 

На рис. 2.2 наведена геометрична модель найпростішого коректую-
чого коду з парним числом одиниць, показана на площині, де всі дозволені 
КС зображені у вигляді точок, які є центрами кіл з радіусами 1=d . Недо-
зволені КС зображені точками на колах, які завжди є загальними для двох 
суміжних кіл. 

Із рис. 2.2 наочно видно, що мінімальна відстань між двома дозволе-
ними КС дорівнює двом одиницям за Хеммінгом, тобто 20 =d . Тут дозво-
лені КС мають єдине відображення – центри кіл, а кожному недозволеному 
КС відповідає два дозволених КС, в чому виявляється невизначеність  при  
їх декодуванні. Принцип виявлення помилок для коду (4, 3) очевидний. 
Якщо в результаті дії завад вирішене КС «переходить» із центра на коло 
( 1=d ), то таке спотворення в місці прийому завжди буде виявлене за стру-
ктурою КС коду з парним числом одиниць. Перехід із одного центра кола в 
центр будь-якого іншого кола ( 2=d  чи 4) призводить до невиявленої по-
милки. Такий код, як видно із наведеного рисунка, дозволяє тільки виявля-
ти всі помилки непарної кратності. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Подібно коду (4, 3), на рис. 2.3 наведений фрагмент геометричного 

подання коду з 30 =d  та коду з 40 =d . Із наведених рисунків видно, що 
перший код дозволяє виправити однократні помилки, а другий – дає мож-
ливість, крім виправлення однократних помилок, ще й виявляти двократні 
помилки, що переконує в справедливості виразів (2.2), (2.3). 

 

Рисунок 2.2 – Геометрична модель коректуючого коду 
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Деякі відомості про граничні можливості коректуючої здатності 

лінійних блокових кодів. Як раніше зазначалося, побудова коректуючого 
коду полягає у формуванні надлишкових (перевірочних) символів 

rbbb ...,,, 21  за відомими інформаційними символами maaa ...,,, 21 . При цьо-
му, природно виникає питання про залежність між такими важливими па-
раметрами, як n , r  = п – m і 0d . Розв’язанням цієї важливої задачі займа-
лося багато вчених, однак точної залежності між цими параметрами не 
знайдено, установлені лише деякі оцінки, що дозволяють зробити висновок 
про можливість побудови того чи іншого коду із заданими параметрами. 

Задача, яка виникає при побудові лінійного п-значного коду, корек-
туючого незалежні помилки, полягає у визначенні необхідного мінімаль-
ного числа перевірочних символів r для виправлення t-кратних помилок. 
Для розв’язання цієї задачі в літературі з кодування є різні граничні спів-
відношення. Перша оцінка надлишкових символів для двійкових кодів мо-
же бути отримана внаслідок використання граничної умови Хеммінга 

∑
=

− ≥
вп

0
2

t

i

i
n

mn C .     (2.4) 

Значення цього виразу полягає в наступному. Якщо задані основні 
параметри лінійного коду n і ( ) 2/10вп −= dt , то можлива мінімальна кіль-
кість надлишкових символів r = n – m може бути визначена за допомогою 
умови (2.4). Для наочності на рис. 2.4 наведені графіки границь Хеммінга 
згідно з виразом 

⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
≥− ∑

=

вп

0
2log

t

i

i
nCmn  .7;5;30 ∈d    (2.5) 

Тут ⎣ ⎦x  означає найближче ціле число більше або рівне x. Напри-
клад, для коду з впt = 1 і 9=n  ( ) 46,3101log2 =+≥− mn . Таким чином, 

4=− mn , що визначає параметри коду (9, 5, 3). 

1 1 1 1 1 1 1 

40 =d  

30 =d  

Рисунок 2.3 – Геометричні моделі кодів:  
а –  що виправляють однократні помилки;  
б – що виправляють однократні помилки  

та виявляють двократні помилки 

а)  б)
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Якщо точка з корди-
натами n і r = n – m  знаходить-
ся нижче тієї чи іншої гранич-
ної залежності, то коректую-
чий код з параметрами 
( )0,, dmn  не існує. B против-
ному випадку можливе існу-
вання коректуючого коду з та-
кими параметрами. 

При цьому слід підкрес-
лити, що рівність (2.5) за будь-
яких впt  вказує тільки теорети-
чну границю мінімально мож-
ливого числа перевірочних си-
мволів, але, на жаль, не в усіх 
випадках можна одержати код 
з rr >′  для практичного використання. Часто при побудові коду з задани-
ми n і впt  перевірочних символів треба більше, ніж виходить із (2.5). 

У зв’язку з цим слід розглянути ще додатково граничну умову Вар-
шамова-Гільберта, яку подамо у вигляді теореми. 

Теорема 2. Якщо при заданих  параметрах n , m і 0d  використовуєть-
ся нерівність 

∑
−

=
−

− ≥
2

0
1

0

2
d

i

i
n

mn C ,      (2.6) 

то існує ( )0,, dmn  код, який реалізується за допомогою не більше n – m пе-
ревірок на парність. 

Для пояснення співвідношень (2.4) і (2.6) розглянемо конкретний 
приклад  побудови  коректуючого  коду.  Нехай  треба  реалізувати  код  з   
n = 63, що виправляє двократні помилки 2вп =t  ( )50 =d . Тоді, згідно з 
(2.4), 

∑
=

− =++=≥
2

0
63 201719536312

i

ikn C . 

Із нерівності 20172 ≥−mn , що відповідає мінімальному значенню кі-
лькості перевірочних вимаганих символів виходить, що r = n – m = 11, то-
му що до   числа   2017   найближчий степінь двійки 2048211 = . При n = 63   
і m = 63 – 11 = 52 із (2.6) отримуємо твердження тільки  про  можливість  
існування коду (63, 52, 5). Однак процедура побудови такого коду невідо-
ма. Крім цього, можна зробити висновок, що коди довжиною n = 63 з  
n – m < 11 не існують, тому що у цьому випадку умова Хеммінга не вико-
нується. 

 (3,1)  (7,4) 10     (15,11)   20  (23,12)      (31,26)     n  

11 
 
 
 
 
 
 

5 
 

4 
3 
2 

mnr −=  

70 =d  

50 =d  

30 =d  

Рисунок 2.4 – Границі Хеммінга для блокових  
кодів з d0 = 3, 5, 7 
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Звернемося тепер до умови (2.6), яка гарантує побудову коду n = 63 і 
50 =d  за деякого значення r, якщо  

∑
=

− =+++=≥
3

0
62 397743782018916212

i

imn C . 

Із наведеної нерівності бачимо, що у даному випадку n – m повинно 
дорівнювати 16, тому   що   216  є  найближчим більшим до числа  39774   
( 162 = 65536 > 39774, a 152  =32768 < 39774). Таким чином, найменше число 
перевірочних символів в (n, m) коді, для якого виконується гранична умова 
Варшамова-Гільберта, дорівнює 16. Таким чином, умова (2.6) гарантує 
можливість побудови коду (63, 47, 5). 

Тепер, звертаючись до таблиць відомих коректуючих кодів і зістав-
ляючи в них наведені коди з кодом (63, 47, 5), бачимо, що цей код з точки  
зору  надлишковості  є  неоптимальним, тому що можлива побудова коду 
(63, 51, 5) з mn−  = 12, і очевидно, цей код є кращим, оскільки він близький 
за своїми параметрами до границі Хеммінга. 

Коди, для яких гранична умова Хеммінга виконується зі знаком рів-
ності, називаються досконалими або щільноупакованими. Найпростішими 
прикладами таких кодів є всі коди Хеммінга з 30 =d , для яких 12 −= rn  і 

12 −−= rm r , при r = 2, 3, 4, … . Всі досконалі коди володіють мінімаль-
ною надлишковістю nr /=ρ  для досягнення потрібної коректуючої здатно-
сті. Граничні умови Хеммінга для кодів (3, 1), (7, 4), (15, 11), (31, 26) ,..., 
що виконуються зі знаком рівності, можна показати простим виразом 

102 nn
mn CC +=− . 

Особливий інтерес становить код Голея (23, 12) – єдиний досконалий 
код, що виправляє помилки першої, другої і третьої кратностей ( 70 =d ). 
Для цього коду, як і для кодів Хеммінга, умова (2.4) виконується зі знаком 
рівності 

113
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Код Голея займає важливе місце в середовищі досконалих кодів і є 
джерелом для багатьох досліджень в теорії кодування. 

Матричне описання блокових кодів. Умови Варшамова при реа-
лізації лінійних кодів. Систематичні лінійні блокові коди компактно за-
даються породжуючою матрицею knG ,  у наведеній ступінчастій формі, 
ліва частина якої являє собою квадратну одиничну підматрицю mmI , , а 
права – підматрицю перевірочних елементів ( ) mmnB ,−  
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Процес кодування, з математичної точки зору, означає множення ма-
триці рядка послідовності інформаційних символів kk aaaA ...,,, 21=  на 
породжуючу матрицю mnG , . Результатом такого множення є матриця-
рядок nD , яка відповідає КС систематичного (n, m)-коду. Нагадаємо, що 
множення матриці-рядка 2A  на прямокутну матрицю 2,3G  виконується на-
ступним чином: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) =α⋅⋅⋅

α⋅⋅⋅
=

α
α

×=×
21222

11111

21

11
212,32 10

01
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01

aaa
aaa

aaGA  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1212121112121 1001 baaaaaaaa =α⋅+α⋅⋅+⋅⋅+⋅= . 
 

Із наведеного прикладу видно, що добуток матриці-рядка, який міс-
тить m елементів, на прямокутну матрицю розмірності n × m є матриця-
рядок, що складається з n елементів. Таким чином, 

 

nmnmmnm DbbbaaaGA ==× −...... 2121, , 
де перевірочні символи mnbbb −...,,, 21  визначаються системою двійкових 
рівностей 
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jiij ab ,                (2.8) 

а   j = 1, 2, 3, …, n – m. 
Система рівностей (2.8) використовується як алгоритм для побудови 

функціональної схеми кодера систематичного (n, m) коду, коректуюча зда-
тність якого повністю визначається видом перевірочної під матриці 
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Правило обчислення перевірочних символів за допомогою матриці 
mnG ,  за відомими інформаційними символами може бути записане у ви-

гляді: 
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де r = п – m. 
Тепер, коли ми нагадали про основну математичну операцію мно-

ження матриці-рядка на прямокутну матрицю, слід розглянути умови Ва-
ршамова для побудови лінійних кодів. 

Для того, щоб лінійний блоковий код мав кодову відстань не менше 
20 >d , необхідно і достатньо, щоб рядки підматриці надлишкових елемен-

тів ( ) mmnB ,−  задовольняли таким умовам: 
1)  число перевірочних символів в КС повинно визначатися згідно з 

умовою теореми 2; 
2)  вага кожного рядка повинна бути не менше 10 −d ; 
3)  вага суми двох будь-яких рядків повинна бути не менше 20 −d ; 
4)  рядки повинні бути лінійно незалежні, тобто сума їх не повинна 

дорівнювати нулю. 
Сформульовані умови дають відповідь на питання, яка повинна бути 

підматриця перевірочних елементів, що визначає код з заданими 0d . Але, 
на жаль, в ньому не вказується конкретний шлях її побудови. Недоліком 
кодів, отриманих цим методом, є те, що за відносно великих п важко побу-
дувати підматрицю ( )mnmB −,  і не завжди її можна віднести до оптимальної. 

Приклад 1. Визначимо породжуючу матрицю для коду з п = 6 і 
30 =d . Згідно з (2.6), знаходимо, що 612 1

5 =+> Cr , з  чого  виходить, що     
r = 3, тому що 32  є найближчим більшим числом по відношенню до 6. Кі-
лькість інформаційних символів m = n – r = 3. У відповідності з вищенаве-
деними умовами Варшамова 2, 3 і 4 вибираємо підматрицю 3,3B  (шляхом 
вибору лінійно-незалежних рядків) і будуємо породжуючу матрицю 

011100
111010
101001

3,6 =G , 

яка визначає систематичний код (6, 3) з 30 =d . 
Аналогічно тому, як при кодуванні часто використовується поняття 

породжуючої матриці mnG , , в основу декодування може бути покладена 
перевірочна матриця rnH , . Значення назви «перевірочна матриця» полягає 
в тому, що за допомогою цієї матриці виконується перевірка належності 
прийнятого КС до одного з дозволених. 
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Перевірочна матриця rnH ,  легко отримується з породжуючої матри-

ці mnG ,  шляхом транспонування підматриці ( ) mmnB ,−  і перестановки її міс-

цями з одиничною матрицею 

)(),()(,)(, mnmnmnmmnn IBH −−−− = , 

де )(, mnmB −  – транспонована підматриця перевірочних елементів mmnB ),( − , 

тобто така, стовпцями якої є рядки вихідної підматриці, а )(),( mnmnI −−  оди-

нична квадратна підматриця розмірності (n – m)2. 
У розгорнутому виді перевірочна матриця з використанням позна-

чень згідно з (2.7) має вигляд: 

( ) ( ) ( ) 1...000...
...............

0...010...
0...001...

21

22221

11211

)(,

mmnmnmn

m

m

mnnH

−−−

−

ααα

ααα
ααα

= . 

Розглянемо побудову перевірочної матриці на основі породжуючої 
матриці коду Хеммінга (7, 4) 

 

1011000
1110100
1100010
0110001

4,7 =G . 

 

Перевірочна матриця при заданій породжуючій матриці має вигляд  
 

1001110
0100111
0011101

3,7 =H . 

Результат множення матриці-рядка прийнятого КС 
2mod)( nnn EDD +=′ , де nn eeeeE ...321=  – матриця-рядок вектора по-

милок, що містить одиниці тільки на тих позиціях, які створюють кодові 
символи в прийнятій КК на транспоновану матрицю T

mnnH )(, − , називається 

синдромом 

)()(, mn
T

mnnn SHD −− =×′ .    (2.10) 

У розгорнутому вигляді вираз (2.10) можна подати так: 
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( )

( )

( )
mn

mmnmm

mn

mn

mnm sssbbbaaa −
−

−

−

− =
ααα

ααα
ααα

×′′′′′′ ...

1...00
............
0...10
0...01

...
............

...

...

...... 21
21

22212

12111

2121
. 

Неважко переконатися в тому, що елементи матриці-рядка синдрома 
визначаються таким чином: 

2mod
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′+α×′≡ ∑
=

m

i
jjiij bas ,    (2.11) 

де j = 1, 2, …, (n – m). 
Якщо прийняте КС не було піддане дії завад, тобто 0=nE , то 

0=−mnS . Важливою особливістю синдрома є те, що він не залежить від 
вигляду переданого КС, а визначається тільки конфігурацією помилок у 
прийнятому КС. Якщо код використовується для виправлення помилок, то 
при декодуванні установлюється відповідність між видом синдрома і но-
мером спотвореного кодового символу. В двійкових кодах виправлення 
помилок зводиться до інвертування спотвореного кодового символу перед 
видачею прийнятого повідомлення споживачу. Якщо кількість помилок у 
прийнятому КС перевищує величину ( ) 2/10 −> dtпом , то в результаті деко-
дування можуть вноситися хибні виправлення, тобто будуть спотворюва-
тися правильно прийняті символи КС або не виправлятися символи з по-
милками. Від цього явища не застрахований ні один із відомих лінійних 
кодерів при синдромному декодуванні. Питання лише в тому, з якою ймо-
вірністю це явище може відбуватися. 

На закінчення необхідно визначити, що матриці mnG ,  і )(, mnnH −  
зв’язані таким співвідношенням: 

0)(,, =× −
T

mnnmn HG . 
Тут 0 означає нульову матрицю розмірністю mnm −× . 
Проілюструємо це на прикладі простого коректуючого коду (5, 3) з 

20 =d , який має породжуючу 3,5G  і перевірочну 2,5H  матриці: 

11100
10010
01001

3,5 =G  и 
10110
01101

2,5 =H . 

Скориставшись правилом множення матриць, обчислимо добуток 
матриць 
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=×=×

01
10
11
01
10

11100
10010
01001

2,53,5
THG  

=
⋅+⋅+⋅+⋅+⋅⋅+⋅+⋅+⋅+⋅
⋅+⋅+⋅+⋅+⋅⋅+⋅+⋅+⋅+⋅
⋅+⋅+⋅+⋅+⋅⋅+⋅+⋅+⋅+⋅

=
01111100101101111000
01101001101100101100
00111000111001101001

00
00
00

. 

Коди, в яких як породжуючі матриці вибрані mnG ,  і rnH , , назива-
ються  дуальними. Так, наприклад, такими є коди  (7, 4) з 30 =d  і    (7, 3) з 

40 =d , задані матрицями 4,7G  і 3,7G .  

 
2.1.2. Кодування і декодування при блокових кодах 

 
Основу пристрою реалізації кодека вибраного коректуючого коду 

складають три блоки: а) блок пам’яті, що являє собою комірки пам΄яті 
(тригери); б) суматори за модулем 2, що мають 2 входи і один вихід; в) 
пристрій множення та константу с зі значеннями 1 або 0, який реалізується 
наявністю або відсутністю з’єднання між деякими елементами схеми. 

Під технічною складністю кодека розуміють кількість елементів, що 
міститься в ньому. Також не слід забувати про число операцій підсумову-
вання і про перехідні процеси, які визначають швидкодію кодека. 

На цей час все частіше знаходить застосування програмна реалізація 
кодеків коректуючих кодів, яка дозволяє оперативно змінювати параметри 
коду і навіть переходити від одного коду до іншого в залежності від каналу 
зв’язку. Досягається це використанням різних програм, за допомогою яких 
задається той чи інший код. За програмної реалізації кодеків використову-
ються комп’ютери, побудовані на базі швидкодіючих мікропроцесорів і 
таких, що мають обладнання спряження з каналом зв’язку. 

Побудова схеми кодера (n, m) коду. Як приклад реалізації розгля-
немо питання, пов’язане з побудовою кодера найпростішого коду   (7, 4) з 

0d  =3. Для визначення породжуючої матриці скористаємося теоремою 1. 
Кількість стовпців підматриці mrnB ),( −  визначаємо згідно з умовою 

Варшамова-Гільберта (2.6): 

7612
1

0
6

2

0
1

0

=+==≥ ∑∑
=

−

=
−

−

i

i
d

i

i
n

mn CC . 

Із нерівності mn−2  > 7 виходить, що 3=− mn .  
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Перший рядок підматриці mmnB ),( −  вибираємо довільно з урахуван-
ням  пункту  2  умов  Варшамова,  наприклад,  011,  вага  якої  дорівнює  

0d  – 1 = 2. Другий рядок також повинен мати дві одиниці, і вибираємо йо-
го так, щоб сума за mod 2 цих рядків була не менше          0d  – 1 = 1, тобто 
101. Як третій і четвертий рядки можна вибрати послідовність символів 
110 і 111. Тепер неважко переконатись в тому, що вага суми за (mod 2) 
двох будь-яких рядків підматриці перевірочних елементів задовольняє ви-
щенаведеним умовам, і сума всіх рядків не дорівнює нулю. Об’єднуючи 
інформаційну )(),( mnmnI −−  і перевірочну mmnB ),( −  підматриці, отримуємо по-
роджуючу матрицю для коду (7, 4) 

1111000
0110100
1010010
1100001

4,34,44,7 == BIG . 

Перед тим, як перейти до питання побудови схеми кодера, слід звер-
нути увагу на те, що отримана підматриця 4,3B  може бути перетворена пе-
рестановкою рядків в іншому вигляді. Наприклад, в результаті перестано-
вок другого, третього і четвертого рядків підматриці отримуємо іншу під-
матрицю, яка також задовольняє всім вказаним вимогам і називається ком-
бінаторно-еквівалентною: 

101
111
011
110

4,3 =B . 

Коди, створені за допомогою комбінаторно-еквівалентних підмат-
риць, які мають різну структуру рядків, називаються еквівалентними. Такі 
коди відрізняються тільки зовнішніми ознаками, тобто розташуванням пе-
ревірочних символів у КС, і забезпечують однакову коректуючу здатність. 

Використавши співвідношення (2.8) стосовно отриманої раніше мат-
риці 4,7G , отримаємо систему двійкових рівностей для визначення переві-
рочних символів 21, bb  і 3b  за інформаційними 4321 ,,, aaaa   

2mod

4213

4312

4321

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

++=
++=
++=

aaab
aaab
aaab

. 

 

Алгоритм роботи кодера визначається наведеною вище системою рі-
вностей, яка вказує, в якому поєднанні потрібно підсумовувати інформа-
ційні кодові елементи, щоб сформувати відповідні перевірочні символи КС 
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коду (7, 4). На рис. 2.5 наведена функціональна схема кодера, принцип ро-
боти якої полягає в наступному. 

На вхід кодера надходять інформаційні символи 4321 ,,, aaaa  від дже-
рела повідомлень. Як вхідний пристрій використовується демультиплексор 
ДМ, який призначений для перетворення інформаційних символів із послі-
довної форми в паралельну. Перевірочні символи формуються за допомо-
гою трьох суматорів за mod 2 – СМ1, СМ2, СМ3, обчислення значень яких 
виконується за деякий проміжок часу τ . Зворотне перетворення символів 
одержаного КС 3214321 ,,,,,, bbbaaaa , тобто із паралельної форми в послі-
довну здійснюється мультиплексором М, призначення якого полягає в ко-
мутації семи кодових елементів і видачі їх послідовно на вхід модулятора. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 2.5 – Функціональна схема кодера блокового коду (7, 4) 
 
Ущільнення під час інформаційних і перевірочних символів за час, 

що дорівнює тривалості кодової комбінації ккT , досягається завдяки засто-
суванню задаючого генератора (ЗГ), частота якого  

( )21,НЗК fff =г , 
де НЗК – найменше загальне кратне; 11 Bf = , mnBf 12 =  і, в свою чергу, 1B  
– швидкість модуляції джерела повідомлень. Тактові імпульси з частотами 

1f  і 2f  формуються двома дільниками частоти Д1 і Д2 з коефіцієнтами ді-
лення mnBK 11 =  і 12 BK = . На виході цих дільників утворюються когере-
нтні синхронізуючі імпульси для керування ДМ і М. 

На рис. 2.6 наведено послідовність передачі елементів в процесі ко-
дування. Тут а – формат інформаційних символів 4321 ,,, aaaa ; б – фази пе-
ретворення послідовного коду в паралельний за допомогою демультиплек-
сора і запам’ятовуючого пристрою; в – відображено формування перевіро-
чних символів 321 ,, bbb  і на діаграмі г – наведено формат КС коректуючого 
коду (7, 4), швидкість модуляції якого knBB /12 =  

Побудова схеми декодера (n, k) коду. Найбільш очевидним загаль-
ним методом декодування коректуючих кодів є метод зіставлення прийня-

а1 

а4 

а3 

а2 

 
 

ДМ 

Д1 
СМ1 СМ2 СМ3

 
 
 
 
М 

Д2 

Від 
ДП 
 

1B  
До модулятора 
 

( ) 12 / BmnB =
ЗУ 

1b  
2b  

3b  
ЗГ 



 138 

того КС з усіма дозволеними, які зберігаються в пам’яті декодера. Якщо 
прийнята КК xA  збігається з однією з дозволених, тобто відстань за Хем-
мінгом ( ) 0, =ix AAd , то після вилучення перевірочних символів інформа-
ційні надходять на вихід декодера і споживачеві надається повідомлення. 
Якщо ж збіг не виявлено, то обчислюється відстань за Хеммінгом з усіма 
дозволеними КС і на вихід декодера надходить те КС, яке найбільш близь-
ке до прийнятого. В загальному виді це можна показати таким чином, на-
приклад, як для коду (7, 4). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 2.6 – Послідовність формування елементів коду (7, 4) 
 
Якщо відстань за Хеммінгом між прийнятим КС xA  і одним із дозво-

лених iA  ( ) 1, =ix AAd , то xA  відповідає iA . Якщо ж ( ) 2, =ix AAd  при 
9,3=i , то це означає, що на інтервалі КС відбулося дві помилки, які не 

підлягають виправленню. 
Цей метод декодування забезпечує мінімальну ймовірність в дискре-

тних каналах з незалежними помилками, де ймовірність підвищення крат-
ності помилки є монотонно спадною функцією. В літературі цей метод на-
зивається декодуванням за мінімумом відстані або методом максимальної 
правдоподібності. Такий метод знаходить більше застосування при деко-
дування згорткових кодів за алгоритмом Вітербі. Недоліком його при де-
кодуванні блокових кодів є те, що для навіть не дуже великого значення m  
треба виконувати велике число порівнянь, і тому даний метод може вияви-
тися важко виконуваним за високих швидкостей передавання. Наприклад, 
при декодуванні КС короткого коду (15,11) треба виконати 2048211 =  по-
рівнянь. У зв’язку з зазначеним, для лінійних кодів часто застосовується 
більш простий метод декодування – синдромний.  

knT  

b1 b2  b3 a1 a2 a3 a4 b1 b2 b3 a1 a2 a3 a4 t

τ

а4

а3

а2

а1

a1 a2 a3 a4 a1 a2 a3 a4 t
 
а) 
 
 
б) 
 
 
 
 
в) 
 
 
 
 
г) 
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Розглянемо принцип синдромного декодування з виправленням по-
милок на прикладі того самого простішого коду (7, 4). Використовуючи 
вираз (2.11), отримуємо систему двійкових рівностей для обчислення три-
бітової послідовності, яка є синдромом, або ознакою для корекції помилок: 

2mod

34213

24312

14321

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

+++=
+++=
+++=

baaas
baaas
baaas

.   (2.12) 

Для полегшення визначення значень синдрома, які відповідають різ-
ним однократним помилкам та іншим, будемо вважати, що по каналу пе-
редається нульове КС (нагадуємо, що воно завжди відноситься до дозволе-
них для лінійних кодів). У випадку помилково прийнятих кодових комбі-
націй у синдромі будуть мати місце одиниці. Наприклад, при однократних 
помилках КС будуть мати вигляд: 1000000, 0100000, 0010000,...., 0000001; 
при двократних помилках – 1100000, 1001000 і т.д. Скориставшись КС з 
однократними і деякими двократними помилками та системою рівностей 
(2.12), неважко визначити значення синдромів для деяких варіантів поми-
лок. Результати отриманих значень синдромів при однократних і деяких 
багатократних помилках наведені в табл. 2.1. 

 
Таблиця 2.1 – Таблиця синдромів коду (7, 4) 
 

       Можливі 
     спотворені 
    символи КК 

1a  2a 3a 4a 1b 2b 3b 11ba 12ba  242 baa  

1S  0 0 1 1 1 1 0 0 1 0 0 
Синдром 2S  0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 0 

3S  0 1 1 0 1 0 0 1 1 1 0 
 
Із табл. 2.1 бачимо, що синдром однозначно відповідає символам 

тільки при однократних помилках. Так, наприклад, при спотворенні двох 
кодових символів 11ba  утворилась синдромна послідовність 111, яка відпо-
відає синдрому неспотвореного символу 4a . Але тому що в даному випад-
ку вказаний інформаційний символ прийнято правильно, то, як побачимо 
далі, при розгляді схеми декодера він буде підданий помилковому виправ-
ленню, тобто спотворенню його декодером. Дещо краще складається об-
ставина при декодуванні, коли спотворені символи 12ba , тому що синдром 
001, що утворився, відповідає спотворенню перевірочного символу 3b , 
який після декодування не враховується, і додаткова помилка не виникає. 
Такого роду багатократні помилки частіш за все виникають при дії в каналі 
зв’язку імпульсних завад. 

Розглянемо тепер питання, пов’язані з побудовою схеми синдромно-
го декодера коду (7, 4). Призначення декодуючого пристрою полягає у ви-



 140 

явленні і виправленні помилок в межах коректуючої здатності коду. Про-
цес декодування включає дії: 1) обчислення синдрому прийнятого КС; 2) 
дешифрування його; 3) виправлення помилки, що відбувається завжди при 
виконанні умови 12 вп0 +≥ td . 

Практична схема декодера для коду (7, 4) наведена на рис. 2.7. Так 
само, як і в кодері на вході і виході декодера, використовується з тією са-
мою метою демультиплексор (ДМ) і мультиплексор (М). Визначення син-
дрома виконується за допомогою багатовхідних суматорів за 2mod  – СМ1, 
СМ2 і СМЗ. Підсумовування кодових символів КС виконується з ураху-
ванням системи рівностей (2.12). На виходах вказаних суматорів після 
прийому кожного КС утворюється синдромна послідовність 321 sss . Де-
шифрування її, тобто визначення спотвореного символу, яка (за умови, що 
відбулася помилка в одному елементі) здійснюється за допомогою чоти-
рьох дешифраторів – Д1, Д2, Д3 і Д4. Корекція помилок виконується сума-
торами за 2mod  СМ4, СМ5, СМ6 і СМ7, на інші входи яких подаються 
одиничні сигнали для інвертування спотворених кодових символів у КС. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 2.7 – Функціональна схема декодера блокового коду (7, 4) 
 
З наведеного видно, що синдромне декодування реалізується набага-

то простіше, ніж декодування за методом максимальної правдоподібності. 
В даному випадку не потрібно порівнювати прийняте КС з усіма дозволе-
ними, що ускладнює схему декодера за великої значності коду. 

Однак синдромне декодування не позбавлене недоліків. Основний 
недолік декодування за синдромом полягає в тому, що при корекції бага-
тократних помилок вимагається великий обсяг обчислювальних ресурсів, 
починаючи зі значності коду 15=n . Наприклад, для коду (31, 21) з 50 =d , 
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який дозволяє виправити дворазові помилки, для розпізнавання всіх 
з’єднань одно- і двократних помилок потрібний  

231210212
21

1
21 =+=+CC  

дешифратор з десятьма входами. Із зазначеного можна зробити висновок, 
що синдромне декодування блокових кодів доцільно застосовувати для ко-
дів Хеммінга, коректуючих тільки однократні помилки в КС. 

Для лінійних блокових кодів, крім синдромного методу декодування, 
який ми розглянули, існують ще й інші методи, які дозволяють в деяких 
випадках суттєво спростити процедуру декодування. Одним із них є деко-
дування за стандартною таблицею. 

Основні положення про композиційні і каскадні коди. Зупинимо-
ся на розгляді найпростішого двовимірного композиційного коду, який во-
лодіє високою виявляючою здатністю і тому може бути успішно застосо-
ваний при передаванні цифрових даних. 

Процедура декодування двовимірного композиційного коду полягає 
в наступному. Інформаційний блок символів записується у вигляді прямо-
кутної таблиці з 1k  стовпцями і 2k  рядками. Символи, записані в рядки, 
кодуються будь-яким кодом з параметрами ( )0111 ,, dkn , а символи, що 
утворюють стовпці, кодуються ( )0222 ,, dkn  кодом. У результаті застосу-
вання таких кодувань отримується лінійний двовимірний ( )0,, dkn  код, де 

2121 , kkknnn ==  і 02010 ddd = . 
Розглянемо найпростіший варіант двовимірного коду з перевіркою 

на парність за рядками і стовпцями. Блок інформаційних символів з пара-
метрами k  і 121 ++= kkr  утворює кодову комбінацію двовимірного коду, 
яку в загальному вигляді можна подати таким чином: 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Тут перевірочні символи визначаються виразами 
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де j – номер стовпця; i – номер рядка. 
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Тому що складові коди володіють кодовими відстанями 201 =d , 
202 =d , то кодова відстань композиційного коду 40 =d . Такий код дозво-

ляє виправляти однократні помилки в кожному прийнятому блоці, а також 
багатократні помилки, розміщені за діагоналлю прийнятого блока. Не ви-
являються чотирикратні помилки, що утворюють в інформаційному блоці 
чотирикутник і шестикутник (показано на рис. 2.8), а також інші помилки 
певної конфігурації, ймовірність утворення яких надто мала. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 2.8 – Варіанти деяких малоймовірних виявлених, але не виправлених помилок 
 
До композиційного двовимірного коду застосуємо також і матрич-

ний метод опису. Породжуюча матриця двовимірного коду визначається як 
векторний добуток матриць складових кодів. Нехай їх матриці мають ви-
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Після виконання лінійних перетворень над рядками, отримаємо по-
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Композиційний код також може бути побудований на основі більш 
складних кодів. Взагалі відзначимо  це на прикладі двох  кодів  Хеммінга  
(31, 26, 3). В результаті утвориться код (961, 676) з 9330 =×=d , який здат-
ний виправляти помилки кратності впt  = 1, 2, 3 і 4. 

Аналогічно  композиційним  кодам,  ідея  побудови яких належить 
П. Елайесу, будуються послідовні каскадні коди Д. Форні. В останніх ви-
користовуються дві ступені кодування – зовнішня і внутрішня з перетво-
ренням сигналів модулятором (М) і демодулятором (ДМ), як показано на 
рис. 2.9. Послідовність двійкових символів, що надходить на вхід зовніш-
нього кодера (ЗК) зовнішньої ступені, кодується кодом ( )11, kn . Внутрі-
шній кодер (ВК) повторно кодує блоки, вважаючи 21 kn =  більш довгим 
кодом ( )22 , kn . В результаті отримуємо каскадний ( 2121 , kknn ⋅⋅ ) код з 

210 ddd ⋅= . Декодування на приймальній стороні виконується внутрішнім 
(ВнД) і зовнішнім декодером (ЗнД) в зворотному порядку з корекцією по-
милок на виході каналу зв’язку з завадами. 

 
 
 
 
 

Рисунок 2.9 – Структурна схема кодека послідовного складового каскадного коду 
 

2.1.3. Кореляційне трактування завадостійких кодів 
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У якості переданої кодограми jX  фіксується та комбінація, в якої 
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ζρ−ρ=ρ∆ jjj   ,                                            (2.15) 
яка характеризує відстань між кодограмами, завжди парна й 2=ρ∆ мін . Ко-
дограми, в яких значення ζρ j  найбільш близьке до jjρ , будемо називати 
найближчими й позначати для них коефіцієнт кореляції через δρ j . Тоді зда-
тність коду виправляти й виявляти помилки характеризується значенням 

δρ−ρ=ρ∆ jjjмін                                            (2.16) 
Приклад 2. Нехай алфавіт джерела містить 8 повідомлень, відображу-

ваних 3-значними  двійковими числами: I - 000, II - 001, III - 010, IV - 011, V 
- 100, VI - 101, VII - 110, VIII - III , і нехай по каналу без завад передана ко-
дограма 000. Коефіцієнти кореляції, обчислені на прийманій стороні, 

.3;1;1,3 1817161514131211 −=ρ−=ρ=ρ=ρ+=ρ=ρ=ρ+=ρ  
Отже, буде зареєстрована кодограма 000, а величина 2=ρ∆ мін .  

Зазначимо, що правила перевірки на парність еквівалентні обчислен-
ню коефіцієнта ζρ j . Отже, будь-яка одинична помилка зменшує значення 

jjρ  на дві одиниці, а δρ j  збільшує на дві одиниці, що зменшує відстань 

мінρ∆ . Для виправлення одиничної помилки необхідно, щоб 
22 +ρ>−ρ δjjj , звідки відповідно до формули (2.16) величина 6=ρ∆ мін . 

Для корекції r  помилок необхідно мати  
24 +=ρ∆ rмін . 

Це ілюструється рис. 2.10. У загальному випадку для виправлення r  поми-
лок і виявлення ∆+= rs  помилок необхідно, щоб 

|)12(2 +∆+=ρ∆ rмін . 
Для визначення значності коду n  можна скористатися методикою 

А.А. Харкевича. Якщо µ=ρ∆ 2мін , де ..,.7,5,3=µ , то число інформаційних 
символів  

∑
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0

2log nCnm ,                                          (2.17) 

де параметр 
2

1−µ
=α . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                  a)                                                б) 
Рисунок 2.10 – Кореляційне трактування виправлення помилок 
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Якщо 22 +µ=ρ∆ інм , то обчислення здійснюються відповідно до ви-
разу (2.17), а потім значення n збільшується на 1. 

Приклад 3. Побудуємо код з 2=k , що виправляє помилки кратності 
2≤r  й виявляє помилки кратності 
3=s . У нашому випадку 1=∆ , 

8,2,5,12 ==ν=µ=ρ∆ nмін . Тоді ос-
таточно 9=n , отже, необхідно вико-
ристовувати (9, 2)-код. 

Розглянемо кореляційні власти-
вості циклічного коду. При кореляцій-
ній обробці прийнята комбінація 

шUXZ jj ⊕=  помножується на свій 

еталон jX е  і на інші 12 −k  еталонів 
робочих кодограм. Циклічно зсуваючи 
кодограму на задане число тактів cT , 
перемножуючи символи й підсумову-
ючи ці добутки в межах кодограми, отримаємо (рис. 2.11) 
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Величина максρ  відповідає часовому зсуву 0=τ , причому значення макс2ρ  
отримується при незвідних поліномах )(xg  і )(xh , а значення макс1ρ  – при 

)(xg  незвідному й )(xh  звідному поліномах. Одинична помилка зменшує 
максρ  на дві одиниці і змінює (зменшує або збільшує при даному τ ) мінρ , 

тому в найгіршому разі t2=ρ∆ мін  або k2  й зменшується на 4 одиниці. 
Приклад 4. Задано циклічний код з незвідним поліномом 
1011)( =xg , що належить показнику 7=n . Поліном 

)1011)(11(11101)( ==xh  – звідний й, отже, 7=ρмакс , 1−=ρмін , 1=r . 
Двійкові коди для каналів зі стиранням помилок. У випадку ка-

налу зі стиранням символів коефіцієнт кореляції між кодограмами 

ζνζν
≠≠ν

ζζ δ+δ+=ρ ∑ ,,,,,,, tjtj

n

ti
ijij abba ,                   (2.18) 

де символ стирання δ  задовольняє умові 0,, =δ=δ ζνba ji . Однократне сти-
рання зменшує jj ,ρ  на одиницю й збільшує δρ ,j  на одиницю. Тому для ви-
правлення r  помилок, виявлення ∆+= rs  помилок і відновлення ε  стер-
тих символів необхідно, щоб 

)12(2 +ε+∆+=ρ∆ rмін . 
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Рисунок 2.11 – До визначення 
коефіцієнта ρ  
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Коди з основою 2>a . При 2>a  завада може змінювати значення 
інформативного параметра на q  рівнів, де 1,...,2,1 −= mq . Величину q  бу-
демо називати показником складності помилки. Для визначення коефіцієн-
та ζρ ,j  код необхідно записувати у формі, що максимально забезпечує рів-
номірний  розподіл  кодограм із біполярними символами за величиною 
енергії. Наприклад, при 3=m  і 4=m  можливі кодограми будуть (3, –1, 1) і 
(–3, 1, –1, 3). При цьому коефіцієнт  

∑
=ν

νζνζ =ρ
n

jj ba
1

. 

Приклад 5.  Кодограми  коду  з параметрами 3=m  і 3=n  мають ви-
гляд: 1 – (3, 3, 3); 2 – (3, 3, 1); 3 – (3, 1, 3); 4 – (1, 3, 3); 5 – (3, 3, -1);  
6 –  (3, -1, 3); 7 – (-1, 3, 3); 8 – (3, 1, 1); 9 – (1, 3, 1); 10 – (1, 1, 3);  
11 – (3, -1, -1); 12 – (-1, 3, -1); 13 – (-1, -1, 3);  14 – (3, 1, -1);  15 – (1, 3, -1);  
16 – (1, -1, 3);  17 – (3, -1, 1); 18 – (-1, 3, 1);   19 – (-1, 1, 3);   20 – (1, 1, 1);    
21 – (1, 1, -1);    22 – (1, -1, 1);   23 – (-1, 1, 1); 24 – (1, -1, -1); 25 – (-1, 1, -1); 
26 – (-1, -1, 1); 27 – (-1, -1, -1). Тоді коефіцієнти кореляції будуть: 271,1 =ρ ; 

19... 7,73,32,2 =ρ==ρ=ρ ; 11... 19,199,98,8 =ρ==ρ=ρ ; ==ρ=ρ ...21,2120,20   
327,27 =ρ=  214,13,12,1 =ρ=ρ=ρ ; 15... 10,16,15,1 =ρ==ρ=ρ ; =ρ=ρ 12,111,1   

323,122,121,113,1 =ρ=ρ=ρ=ρ= ; 9... 20,115,114,1 =ρ==ρ=ρ ; =ρ=ρ 25,124,1 ;  
326,1 −=ρ= ; 927,1 −=ρ . 

Величина ρ∆  завжди парна. Тому для будь-яких m  і q  отримаємо 
|)12)(1(2 +ε+∆+−=ρ∆ rmqмін  

 
2.1.4. Способи побудови двійкових циклічних кодів 

 
У цьому підрозділі розглядається важливий підклас лінійних двійко-

вих блокових кодів, в який входять прості, з точки зору розширення циклі-
чні поліномінальні коди Хеммінга, а також більш складні коди Боуза-
Чоудхурі-Хоквінгема (БЧХ), які дозволяють виправляти багатократні по-
милки. 

Кодові слова двійкових циклічних кодів ( ) ( )12,12, −−−= rmn rr  
компактно подають у поліномінальній формі, тобто у вигляді багаточленів 
деякої фіктивної змінної х з коефіцієтнами простого поля GF(2). Тому для 
їх подання будемо користуватися такою формою, а у деяких випадках і у 
вигляді послідовностей двійкових символів. Прикладом запису двійкової 
послідовності 1000101 у вигляді багаточлена є 

( ) 11010001 2623456 ++=+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅= xxxxxxxxxF . 
Далі, при викладенні матеріалу. під багаточленом 

( ) 1...21 +++= −− mm xxxA  слід розуміти двійкову послідовність інформацій-
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них символів, яка підлягає кодуванню ЦК, а ( ) 1...21 ++= −− nn xxxF  – є КК в 
поліномінальній формі ЦК. 

Визначення 1. Лінійний блоковий код називається циклічним, якщо в 
ньому, крім багаточлена ( )xF , що належить йому, містяться ще багаточле-
ни ( )xF1 , ( )xF2  і т.д., утворені циклічними зсувами багаточлена ( )xF . 

Суть циклічного зсуву праворуч полягає в тому, що старший символ 
КК (він знаходиться праворуч) займає місце молодшого, а молодший і всі 
наступні – зміщуються на один розряд праворуч. Наприклад, КК 1001011, 
після циклічного зсуву праворуч на один такт, відповідає послідовності 
двійкових символів 1100101. 

Покажемо, що циклічний зсув праворуч на один розряд символів до-
вільного КС ( ) 1... 1

2
2

1 ++++= −
−

− xaxaxxF n
n

n  відповідає символічному 
множенню за модулем два 

( )( ) ( )[ ]2,1od +× nxxFx m . 
Пояснимо сказане на прикладі КС 1001011→ 6531 xxx +++ . 
 

( )6531 xxxx +++× = 764 xxxx +++  17 +x  
 17 +x  1 
 →+++ 641 xxx  1100101  

 
Тепер необхідно з’ясувати умови завдання і побудови циклічного 

коду. Відповідь на це в першу чергу дає теорема 3. 
Теорема 3. Циклічний код значності 12 −= rn , де 1>r  – ціле позити-

вне число, задається породжуючим багаточленом ( )xG  степеня rs <  тоді і 
тільки тоді, коли він ділить двочлен 1+nx  без остачі. 

Ідея побудови найпростіших ЦК, які виправляють тільки однократні 
помилки або виявляють одно- і двократні помилки, базується на застосу-
ванні в якості ( )xG  примітивних багаточленів. Нагадаємо тільки те, що є 
вони незвідним, тобто не мають дільників крім одиниці і самого себе. Як-
що ж ( )xG  є добутком двох і більше незвідних багаточленів, то такий ЦК 
може виправляти помилки кратності більше одиниці. 

Як найпростіший приклад розглянемо побудову всіх основних пара-
метрів можливих ЦК значності 7123 =−=n . Для цього необхідно скорис-
татися розкладом двочлена степеня 3=r  11 712 +=+− xx

r
.  

Виходить, що 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11111 233

310
7 ++×++×+×=µ×µ×µ=+ xxxxxxxxx . 

Вибираючи різні співмножники з наведеного розкладу і їх добутки 
як породжуючі багаточлени, отримуємо різні ЦК значності n = 7. Основні 
параметри цих кодів наведені в табл. 2.2. 
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                  Таблиця 2.2 – Параметри ЦК значності п = 7 
 

( )xGi  r (n, k) ρ  
0d  

( ) 11 =xG  0 (7, 7) 0 1 

( ) 12 += xxG  1 (7, 6) 0,143 2 

( ) 13
3 ++= xxxG  3 (7, 4) 0,428 3 

( ) 123
4 ++= xxxG  3 (7, 4) 0,428 3 

( ) ( ) ( )xGxGxG 325 ×=  4 (7, 3) 0,571 4 

( ) ( ) ( )xGxGxG 436 ×=  6 (7, 1) 0,857 7 

 
Із табл. 2.2 бачимо, що некоректуючий семизначний код (7, 7) є оди-

ничним випадком ЦК з 0=ρ  і 0d  = 1, тобто при значенні ( ) 1=xG . Насту-
пний код (7, 6) з породжуючим багаточленом ( ) 1+= xxG  є найпростішим 
коректуючим кодом з парним числом одиниць, що дозволяє виявляти по-
милки непарної кратності. Коди (7,4) 0d  = 3, отримані на основі багаточле-
нів ( )xG3  і ( )xG4 , називаються еквівалентними, тому що їх породжуючі 
багаточлени взаємні. Ці коди відрізняються тільки порядком розміщення 
двійкових символів в КК. Якщо як породжуючий багаточлен вибраний ба-
гаточлен ( ) 1234

5 +++= xxxxG  четвертого степеня, то отримаємо код (7, 3) 
з 0d  = 4, який забезпечує виправлення однократних і виявлення двократ-
них помилок. Максимальною коректуючою здатністю володіє ЦК (7,1) з 

( ) 123456
6 ++++++= xxxxxxxG  і 0d  = 7, в якому дозволеними КС є 

0000000 і 1111111. На закінчення зазначимо, що з підвищенням степеня 
( )xG  при фіксованому n коректуюча здатність ЦК підвищується . 

Циклічні коди Хеммінга. Кодами Хеммінга називають лінійні бло-
кові (n, m) коди з 0d  = 3, що задовольняють умові (2.4) зі знаком рівності, 

тобто 112 n
r C+= , які дозволяють виправляти однократні помилки. Із зазна-

ченого виходить, що для будь-яких додатних r = n – m і n = 12 −r  існують 
відмінні коди Хеммінга з m = 12 −− rr . Для цих кодів як породжуючий ба-
гаточлен ( )xG  може бути вибраний будь-який примітивний багаточлен, що 

входить в розклад двочлена 112 +−r
x  або взаємний йому. В табл. 2.3 наве-

дені деякі коди Хеммінга, які задані примітивним багаточленом степеня r < 
11. Нагадуємо, що вімковому представленню багаточлена 1021 відповідає 
код 001 000 010 001, якому в свою чергу відповідає багаточлен дев’ятого 
степеня 149 ++ xx . 
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Таблиця 2.3 – Параметри деяких ЦК Хеммінга 
 

Вісімковий код 
( )xG  r  ( )xGi  ( )mn,  nr=ρ  

7 H 
13 F 
23 F 
45 E 

103 F 
211 E 
435 E 

1021 E 
2011 E 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

12 ++ xx  
13 ++ xx  
14 ++ xx  
125 ++ xx  

16 ++ xx  
137 ++ xx  

12348 ++++ xxxx  
149 ++ xx  
1310 ++ xx  

3, 1 
7, 4 

15, 11 
31, 26 
63, 57 

127, 120 
225, 247 
511, 502 

1023, 1013 

0,667 
0,428 
0,267 
0,161 
0,095 
0,055 
0,031 
0,018 
0,010 

 

Слід відзначити, що наведений в таблиці код (63, 57) знаходить за-
стосування в міжнародній супутниковій системі морського зв΄язку 
ІНМАРСАТ як складовий каскадний код. 

Порівнюючи циклічні коди згідно з табл. 2.3, бачимо, що з підви-
щенням значності коду зменшується надлишковість nr=ρ  і, отже, за од-
накових алгоритмів декодування в каналах з незалежними помилками, бу-
де зростати ймовірність помилки на виході декодера. Це пояснюється тим, 
що зі зростанням п зростає значення ймовірності утворення помилок крат-
ності впtt > , що виходить із формули Бернуллі 

( ) tntt
nt ppCP −−= 00 1 . 

На рис. 2.12 показана діагра-
ма залежності значень tP , при 
t  = 1, 2, 3, і 4, обчислені за 
вищенаведеною формулою 
при 3

0 10−=p  для кодів знач-
ності п = 7, 15, 31, і 63. Таким 
чином видно, що для дискре-
тного симетричного каналу 
(ДСК) кращими можуть бути 
коди з невеликою довжиною 
кодового блока. Але в каналі 
з аддитивним білим гауссів-
ським шумом (АБГШ) і дво-
фазною модуляцією (ФМ-2) в 
діапазоні відношень енергії 
біта до спектральної потуж-
ності завади 0/ NEб = 
= 6…12 дБ ймовірність біто-
вої помилки при коді (15, 11) 
менше, ніж при (7, 4). 

10-1 
 

10-2 
 

10-3 
 

10-4 
 

10-5 
 

10-6 
 

10-7 
 

10-8 
 

10-9 
 

10-10 
 

10-11 

1                     2                   3                   4    tпом 

Pt 

п = 63 

п = 31 

п = 15 

п = 7 

Рисунок 2.12 – Діаграма залежності ймовірності 
утворення t-кратних помилок при ре = 10-3 
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Коди Хеммінга є прикладами небагатьох досконалих кодів, тобто та-
ких, які володіють мінімальною надлишковістю при 30 =d . Покажемо це 
на прикладі, порівнюючи з кодом (9, 3) з параметрами 30 =d  і 666,0=ρ . 
Породжуючий багаточлен цього коду ( ) 136 ++= xxxG  входить в розклад 
двочлена 19 +x , степінь якого, як видно, не є степенем двійки або одиниці. 
Порівнюючи надлишковість цього коду з надлишковістю коду (15, 11) ба-
чимо, що в ньому виправлення однократних помилок досягається при бі-
льшому числі перевірочних символів, а саме шести замість чотирьох для 
коду Хеммінга. 
Коди Хеммінга легко перетворюються в коди з 40 =d  шляхом множення 
породжуючого багаточлена на двочлен 1+x , тобто  

( )( ) ( )( ) ( )1,1, +×=− xxGxG mnmn . Такі коди називають розширеними кодами 

Хеммінга. Їх  основні  параметри 12 −= rn , 1−−= rnm , тобто (7, 3),  
(15, 10), (31, 25) і т.д. 

Циклічний код, як і будь-який лінійний бло-ковий код, може бути за-
даний за допомогою породжуючої або перевірочної матриці. Підматрицю 
перевірочних елементів ( ) mmnB ,−  для ЦК (7, 4) можна побудувати шляхом 
ділення перших чотирьох дозволених КС з однократними помилками 
( ) 6

1 xxF = , ( ) 5
2 xxF = , ( ) 4

3 xxF =  і ( ) 3
4 xxF =  на ( ) 13

1 ++= xxxG . 
 

6x  13 ++ xx
346 xxx ++  13 ++ xx

        34 xx +   
        xxx ++ 24   
        xxx ++ 23   
        13 ++ xx   
                12 +x  →  101 

 
( ) 1111mod 2

1
5 →++= xxxGx , ( ) 110mod 2

1
4 →+= xxxGx , 

( ) 0111mod 1
3 →+= xxGx . 

Таким чином, для ЦК (7, 4) породжуюча матриця має вигляд 

0110001
1100010
1110100
1011000

4,7 =G . 

 

Перший рядок перевірочної матриці ЦК 3,7H  визначається виразом 

( ) ( ) ( )xGxxH 1
7

1 /1+= . А саме ( ) ( ) 111 2437 +++=+++ xxxxxx  або у двій-
ковому поданні 0010111. Останні два рядки можуть бути утворені шляхом 



 151 

циклічних зсувів праворуч 0010111. Отже, перевірочна матриця даного ци-
клічного коду має вигляд  

1001110
0100111
0011101

або
1010011
1101001
1110100

3,73,7 == HH . 

Таким чином, при розгляді ЦК аналогом породжуючої матриці 4,7G  
є породжуючий багаточлен ( )xG1 , а перевірочною матрицею 3,7H  є переві-
рочний багаточлен ( )xH1 .  

Коди Боуза-Чоудхурі-Хоквінгема. Коди Боуза-Чоудхурі-
Хоквінгема (БЧХ) утворюють великий підклас ЦК, які виправляють неза-
лежні помилки кратності 1вп >t , метод побудови яких може бути заданий у 
неприхованій формі. Інтерес до таких кодів визначається тим, що серед 
них за невеликих значень значності ( )511<n  існують порівняно хороші 
коди. Відомі також прості методи їх декодування. Останнє відноситься до 
таких кодів, які допускають мажоритарний принцип виправлення помилок.  

Характерним для кодів БЧХ є те, що вони є узагальненням розглянутих 
раніше кодів Хеммінга. Метод побудови кодів БЧХ дає наступна теорема. 

Теорема 4. Породжуючий багаточлен ( )xG  кодів БЧХ с  параметра-
ми (n, m) и 12 впБЧХ += td  визначається виразом 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]xxxxxG 2БЧХ−µµµµ= ...,,,,НЗК 531 ,            (2.19) 
де НЗК – найменше загальне кратне, ( )xiµ  – мінімальні багаточлени еле-
ментів iβ , тобто коренів мінімального степеня; БЧХd  – конструктивна мі-
німальна кодова відстань (для кодів БЧХ 0БЧХ dd ≤ ). 

Як видно із наведеної теореми, основна задача при виборі того чи 
іншого ЦК, перш за все, зводиться до визначення породжуючого багато-
члена ( )xG , від вибору якого залежить коректуюча здатність коду. Розгля-
немо приклад, який дозволяє безпосередньо розв’язати ту або іншу задачу, 
не використовуючи додаткову літературу. 

Приклад 6. Поставимо задачу побудови всіх кодів БЧХ довжиною 
n = 31. Для визначення мінімальних багаточленів можливих кодів БЧХ 
вказаної значності, дозволяючих виправляти багатократні помилки необ-
хідно виконати наступне: 

1) виписати із таблиці Марша-Пітерсона всі основні мінімальні бага-
точлени, що відносяться до степеня m = 5 і перевести їх із вісімкової сис-
теми числення в двійкову: 

1 45 E → β 100 101,   3 75 G → 3β  111 101,   5 67 H → 5β  110 111; 
2) подати мінімальні функції коренів β, 3β  і 5β  у вигляді багаточле-

нів фіктивної змінної x: 
( ) 125

1 ++=µ xxx ; ( ) 12345
3 ++++=µ xxxxx ; ( ) 1245

5 ++++=µ xxxxx ; 
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3) визначити взаємні мінімальні багаточлени до ( )x1µ , ( )x3µ  і ( )x5µ : 
( ) ( ) 11 35525

1 ++=++×=µ −−∗ xxxxxx  
( ) ( ) 11 23554325

3 ++++=++++×=µ −−−−∗ xxxxxxxxxx  
( ) ( ) 11 34554215

5 ++++=++++×=µ −−−−∗ xxxxxxxxxx . 

4) визначити корені оберненого мінімального багаточлена ( )x∗µ1 : 
301311011 β=β=β=β=β −−−

∗ , 2922 ... β==β=β −
∗ , 2744 ... β==β=β −

∗ ,
 2388 ... β==β=β −

∗ , 151616 ... β==β=β −
∗ . 

Із обчислених коренів, що належать ( )x∗µ1 , виходить, що 15β  є коре-

нем мінімального степеня мінімального багаточлена ( )x∗µ1 . Таким чином, 
можна записати, що  

( ) ( ) 135
151 ++=µ=µ ∗ xxxx . 

Аналогічно знаходимо, що для ( ) 283
3 β=β→µ −∗ x , 256 β=β− , 1912 β=β−  

724 β=β− , 141748 β=β=β −− . Отже, 
( ) ( ) 1235

73 ++++=µ=µ ∗ xxxxxx . 
Продовжуючи далі, отримаємо, що для ( ) 265

5 β=β→µ −∗ x , 2110 β=β− , 
1120 β=β− , 22940 β=β=β −− . Із наведеного виходить, що  

( ) ( ) 1345
115 ++++=µ=µ ∗ xxxxxx . 

Згідно з (2.19) породжуючі багаточлени можливих кодів БЧХ визна-
чаються добутком мінімальних багаточленів з непарними індексами 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xxxxxxxG 15117531БЧХ µ×µ×µ×µ×µ×µ= . 
Основні параметри кодів БЧХ довжини п = 31 наведені в табл. 2.3. 
Із табл. 2.4 бачимо, що код Хеммінга є окремим випадком кодів БЧХ. 

Мінімальну кодову відстань наведених в таблиці кодів можна збільшити, 
вводячи при обчисленні ( )xG  мінімальний багаточлен ( ) 10 +=µ xx , єди-
ним коренем якого є елемент поля GF ( )52  →β0  00010. Наприклад, коду 
(31, 15) з 80 =d  відповідає породжуючий багаточлен 
( )xG  = ( )x0µ ( )x1µ ( )x3µ ( )x5µ . 

 
Таблиця 2.4 – Параметри кодів БЧХ довжини 31 
 

n k r ( )xG  ( )xG  у вісім-
ковій системі 

БЧХd  0d  впt  

31 26 5 ( ) ( )xxG 11 µ=  45 3 3 1 
 21 10 ( ) ( ) ( )xGxxG 132 ×= µ  3551 5 5 2 
 16 15 ( ) ( ) ( )xGxxG 253 ×= µ  107657 7 7 3 
 11 20 ( ) ( ) ( )xGxxG 374 ×= µ  5423325 9 – 11 11 4 – 5 
 6 25 ( ) ( ) ( )xGxxG 4115 ×= µ  313365047 13 – 15 15 6 – 7 
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Основою для побудови кодів БЧХ може слугувати табл. 2.4 незвід-
них багаточленів. Описана вище процедура дає можливість отримати по-
роджуючі багаточлени примітивних кодів довжини 12 −= mn , що мають 
зростаючий степінь ( )xG  і більш високу коректуючу здатність. Коди БЧХ 
прийнято ділити на короткі ( )127<n  і довгі ( )127>n . Серед коротких ко-
дів код БЧХ (63, 39) з 90 =d  використовується також у системі 
ІНМАРСАТ. 

 
2.1.5. Технічні засоби кодування і декодування циклічних кодів 
 
Лінійні кола з кінцевим числом станів. Основу пристроїв, викори-

стовуваних при двійковому кодуванні і декодуванні, складають лінійні пе-
ремикальні схеми, що імітуються іноді багатотактними лінійними фільт-
рами Хаффмена, або регістрами зсуву з лінійними зворотними зв´язками, 
які виконуються на дискретних елементах з двома станами. Основними 
компонентами цих схем є: комірки пам΄яті (тригери), запам´ятовуючі на 
необхідне число тактів кодові символи та суматори за модулем 2. 

Процес кодування і декодування при схемній реалізації кодеків циклі-
чних кодів базується на застосуванні вище згаданих регістрах зсуву зі зво-
ротним і незворотним зв´язком, які в цьому випадку виконують головну 
роль. Тому що операція ділення багаточленів з коефіцієнтами в полі ( )2GF  є 
основною в кодері ЦК, то треба показати, як вона реалізується на практиці. 

Визначення структури перевірочних символів для захисту від 
помилок. При кодуванні циклічним кодом з метою формування додатко-
вих символів треба виконати ділення добутку багаточлена ( )xA  і одночле-
на mnx −  на породжуючий багаточлен ( )xG  згідно з виразом 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xGxRxQxGxxA mn // +=× − , 
де ( )xQ  – одиничне, а ( )xR  – багаточлен, що відповідає перевірочним сим-
волам. Операцію ділення можна виконати без попереднього множення 
( ) mnxxA −на , застосувавши 

схему, показану на рис. 2.13. 
У цій схемі цикл ділення 
скорочується, тому що інфо-
рмаційні символи ( )xA  на-
копичуються в ( )mn − -роз-
рядний регістр з боку виходу 
старшої комірки пам´яті 2x . 
При цьому операція ділення 
( ) mnxxA −×  на ( )xG  завершується на останньому такті введення ( )xA . 

( )xQ  

x0 x x2+ + 
ТІ 

Вхід ( )xA  

2R  1R  0R  

( ) ( )( ) ( )xGxxAxR r mod×≡  

Рисунок 2.13 – Схема ділення для формування 
 перевірочних біт КС ЦК 
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У цьому легко переконатися на конкретному прикладі інформаційної 
послідовності біт 1101, тобто ( ) ( ) 3563233 1 xxxxxxxxA ++=++=  і 
( ) 13 ++= xxxG . Виконавши ділення стовпчиком, отримаємо частку 
( ) 123 +++= xxxxQ  і остачу ( ) 1=xR , що відповідає перевірочним бітам 001. 

Схема ділення реалізується шляхом зсуву праворуч на кожному такті 
з урахуванням підсумовування кодових біт, введених в регістр 20 ,, xxx , і 
фіксованих нових біт, що утворилися згідно з правилом: 

( )0 2x A x x
∧

≡ + ;   ( ) 2x A x x x
∧ ∧

≡ + + ;   2x x
∧

≡ , 

де 2x
∧

 і x
∧

 – зміст комірки пам΄яті регістру на попередніх тактах. Етапи і 
результат ділення за допомогою обладнання за схемою рис. 2.13 наведені в 
табл. 2.5. 
 
Таблиця 2.5 – Ілюстрація роботи схеми згідно з рис. 2.13 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

У схемі ділення для коду (7, 4) процес обчислення ( )xR  закінчується 
на 4-му такті, тому що степінь ( )xA  не перевищує 3. 

Обчислення синдрома для контролю помилок. Розглянемо схему 
ділення, яка знаходить застосування при декодуванні ЦК. Щоб усвідомити 
процес ділення багаточленів, розділимо звичайним способом, тобто стовп-
чиком багаточлен прийнятої із каналу КК ( ) 124 ++= xxxF  на породжую-
чий багаточлен ( ) 13 ++= xxxG . 

 

124 ++ xx  13 ++ xx  
xxx ++ 24  x  
100 +++ x   

 

 

Тут ( ) xxQ =  – част-
ка і ( ) 1+= xxS  – остача, за 

( )xGmod . Схема при-
строю ( )xF  на ( )xG  зо-
бражена на рис. 2.14.  

№ ТІ Стан регістру Вхід  Частка 
 0x  x  2x  

дільника 
( )xA  

( )xQ  

 0 0 0 0 0 
1 1 1 0 1 1 
2 1 0 1 1 1 
3 1 0 0 0 1 
4 1 0 0 1 1 
 ( ) 1=xR    

x0 x x2+ + 
Вхід 

 
ТІ 

( )xF  

0S  1S  
2S  

( ) ( ) ( )xGxFxS mod≡  

Одиничне 
 ( )xQ  

Рисунок 2.14 – Схема ділення для формування  
синдромних біт прийнятої КК ЦК
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Схемою ділення реалізується аналогічно раніше розглянутому діль-
нику (рис. 2.13) при кодуванні КК циклічним кодом з урахуванням алгори-
тму обчислення вмісту комі-рок пам´яті регістру: 

( )0 2x F x x
∧

≡ + ;   0 2x x x
∧ ∧

≡ + ;   2x x
∧

= . 
Етапи ділення і результат наведені в табл. 2.6. 
Вміст комірок пам´яті регістра 20 ,, xxx  після подання 7-го ТІ визна-

чають біти синдрома переданої за каналом зв´язку КК. 
 

Таблиця 2.6 – Ілюстрація роботи схеми згідно з рис. 2.14 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Особливістю пристрою ділення багаточленів зі зворотним зв´язком є 

те, що, якщо ( )xF  або ( ) mnxxA −×  не ділиться без остачі на ( )xG , то комір-
ки пам´яті при подачі скільки завгодно великого числа нульових символів 
не обнульовуються. В цьому випадку вміст їх буде періодично повторюва-
тися за законом проходження елементів розширеного поля Галуа GF ( 32 ), 
визначеного примітивним багаточленом ( )xG  степеня 3. Іншими словами, 
пристрій перетворюється в генератор псевдовипадкової послідовності 
(ПВП) з періодом, що дорівнює 123 −  символів. 

Процедура кодування без попереднього обчислення перевіроч-
них символів. Кодування циклічного (п, m)-коду може бути виконане за 
допомогою регістру зсуву з m комірками пам´яті і суматорами за 2mod , 
які включені в коло зворотного зв΄язку. На рис. 2.15 зображена лінійна пе-
ремикаюча схема з кінцевим числом станів, з’єднання в якій відповідає пе-
ревірочному багаточлену ( )xH  циклічного коду. Перші k символів  на  ви-
ході схеми  будуть  інформаційними,  а  останні  (п – m) символів – переві-
рочними. Інформаційна послідовність 110 ...,,, −kaaa  вводиться в схему па-
ралельним способом. 

Пристрій множення без зворотного зв´язку з послідовно ввімкнени-
ми суматорами за mod 2 знаходять застосування у виді схемної або про-
грамної реалізації при циклічному кодуванні. 

№ ТІ Вхід Стан регістру Одиничне 
 дільника 

( )xF  
0x  x  2x  

( )xQ  

1 0 0 0 0 0 
2 0 0 0 0 0 
3 1 1 0 0 0 
4 0 0 1 0 0 
5 1 1 0 1 1 
6 0 1 0 0 0 
7 1 1 1 0 0 
  ( )xS   
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Рисунок 2.15 – Схема формування КС систематичного ЦК 
 
2.1.6. Лінійні блокові коди для каналів із групуванням помилок 

 
У каналах із групуванням помилок недоцільно використовувати лі-

нійні блокові коди, сконструйовані для боротьби з незалежними помилка-
ми, тому що при цьому потрібна була б більша надлишковість, використо-
вувана лише для виправлення обмеженого числа помилок у межах пакета. 
Тому в каналах із групуванням помилок більш ефективними виявляються 
спеціальні лінійні блокові коди. Розглянемо деякі з них. 

Коди Абрамсона. Для таких кодів породжуючий поліном 
)()1()( xpxxg += , 

)(xp  – незвідний поліном µ  степеня. Значність коду 
12 −= µn , 

а число інформаційних і перевірочних символів 
1;221 +µ=−µ−=−µ−= µ lnk . 

Такі коди мають 40 =d  і, отже, дозволяють виправляти всі поодино-
кі й суміжні подвійні ( 2=пl ) помилки. 

Коди Файра. Ці коди є узагальненням кодів Абрамсона й утворюють 
найбільш великий клас кодів, що виправляють пакети помилок. Породжу-
ючий поліном таких кодів 

)()1()( xpxxg += ξ , 
де )(xp  – незвідний поліном µ  степеня. Значність коду n  є найменше за-
гальне кратне чисел ξ  і 12 −=β α : 

),12( ξ−= αНЗКn  
причому α  – величина, пов'язана з довжиною пакета помилок, що  випра-
вляється )( вппl≥α , а 1−α=ξ . 

Число інформаційних і перевірочних символів  
ξ+µ=ξ−µ−= lnk ; . 

Якщо замінити деякі інформаційні символи нулями, то вийде скоро-
чений код Файра.  

+ + + + 

x0 x xk-2 xk-1

 h1 = 0 hk-2 = 0 hk-1 = 1 

ТІ
Вихід 

h2 = 1 

0a  1a   1−ka  
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Коди Файра дозволяють виправити одиночний пакет помилок дов-
жиною вппl  й одночасно виявити будь-який пакет помилок довжиною 

вппвп ll ≥ , якщо 1−+≥ξ впвпп ll  й вппl≥µ . При використанні таких кодів 
тільки для виявлення помилок вони дозволяють виявляти будь-який пакет 
помилок довжиною µ+ξ≤пl  або будь-якою комбінацією із двох пакетів 
помилок, причому довжина найменшого пакета µ≤мін lп , сума довжин 
обох пакетів 1макс мін +ξ≤+ пп ll  . 

Синтез кодуючих пристроїв здійснюється звичайними методами, ви-
користовуючи )(xg  поліном. 

Приклад 7. Побудуємо породжуючий поліном коду Файра, що має 
такі властивості: 1011)(,0,3 === xpll впвпп . Величини 3=µ ; 7=β , 

2;3 =ξ==α впl ; 14)2,7( == НСКn ; ;5;9 == lk  породжуючий поліном 

100111)1()1()( 32 =++⋅+= xxxxg . 
Кодування методом повторення. Цей спосіб кодування заснований 

на µ -кратній передачі n -значних кодограм. При цьому найбільшого по-
ширення набули два способи. При першому способі кожна кодограма jX  
передається µ  разів, у результаті чого послідовність символів має вигляд 

µ
nnn xxxxxxxxx ......

2
...

1
... 212121 . 

Такий метод легко реалізується й звичайно використовується в каналах з 
параметрами, що швидко змінюються. Ефективність його обумовлена тим, 
що спотворення символів з однаковими номерами часто можна вважати 
статистично незалежними. Тому такий метод іноді називають кодуванням з 
декореляцією помилок. 

При другому способі кожний символ кодограми передається µ  разів 
наспіль, і послідовність символів у каналі буде  

µµµ
nn xxxxxx ............ 2211 . 

Цей метод звичайно використовується в каналах з параметрами постійни-
ми і  які повільно змінюються. 

Кодова відстань не залежить від способу передачі й становить 
00 dd µ=µ , 

де 0d – мінімальна відстань між кодограмами. 
Двократне повторення можна розглядати як лінійний блоковий код з 

породжуючою й перевірочною матрицями 

n

n
nn E

E
HEEG == )2()2( ;, , 
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де nE – одинична матриця розміру n . Як видно зі структури матриці )2(H , 
такий код не допускає мажоритарного оброблення прийнятих сигналів, то-
му що будь-який коректор відповідає двом векторам помилок. Однак код 
виявляє всі непарні помилки. 

При трикратному повторенні матриці коду будуть  

nn

n
nnn EE

E
HEEEG 2)3()3( ; == , 

де nE2 – одинична матриця розміру n2 . Такий код допускає мажоритарне 
декодування за принципом «2 з 3». При цьому число помилок, що  виправ-
ляються, ваги ν  становить νν

nC3 . 
Інформаційна посилка після оброблення кодограми за методом «2 з 

3» еквівалентна символу, переданому один раз, але з імовірністю спотво-
рення 1

0p . Тому що ймовірності правильного прийому символу при три-
кратній передачі й у двох випадках із трьох відповідно будуть  

2
00

2
3023

3
003 )1(;)1( ppCqpq −=−= , 

тоді з умови 
23,002

1
01 qqp +=−  

Ймовірність 
3
0

2
0

1
0 23 ppp −= . 

Останній вираз дозволяє оцінювати ймовірність помилки декодування при 
трикратному повторенні комбінацій кодів з надлишковістю. 

Становить інтерес оцінка числа )(νrN  векторів помилок ваги ν , які 
після оброблення за принципом «2 з 3» утворять в n -значних кодограмах 
r -кратні помилки. Очевидно, що при 0=r  величина νν=ν nCN 3)(0 ; при 

1=r  
,33)( 3

1
132

1
11

1
−ν
−

−ν−ν
−

−ν +=ν nnnn CCCCN  
де перший і другий доданки є число векторів помилок, що викликають збої 
однойменних символів відповідно при двох і трьох повтореннях. Тоді в за-
гальних випадках при r -кратних помилках 

,33)(
0

)2(2∑
ε

=

+−ν
−

−−ν=ν
j

jr
rn

j
r

jr
n

r
r CCCN  (2.20) 

де −j число збоїв символів при всіх трьох повтореннях; величина ε  задо-
вольняє умовам r≤ε  і r2−ν≤ε . 

Для відбраковування спотворених кодограм при трикратному повто-
ренні може також використовуватися спосіб підрахунку числа символів, 
незбіжних в усіх трьох повтореннях. Якщо число таких символів досягне 
деякого граничного значення 0M , то дана кодограма відбраковується. Не-
хай −ν)(rN число векторів помилок ваги ν , які викликають r -кратні по-
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милки, що виявляються таким способом. Очевидно, що при rM +<ν≤ 00  
величина 0)( =ν′rN ; при rM +≥ν 0  маємо 

,33)(
0

)2(2∑
α

=

+−ν
−

−−ν=ν′
j

jr
rn

j
r

jr
n

r
r CCCN  (2.21) 

де −⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤ −−ν

=α
2

0Mr найближче більше ціле число. 

Формула (2.21) виходить із (2.20): при 0=j  лічильник розбіжності 
дає відлік rM −ν= ; при ε−−ν=ε= 2, rMj . Тому при заданому порозі 

0M  будуть виявлятися всі вектори помилок, що входять до формули (2.21) 

при значенні 
2

0 0Mrj −−ν
≤≤ . 

Укрупнення символів. З появою пакетів помилок можливо зробити 
їх декореляцію шляхом укрупнення символів. Так, якщо вихідна кодограма 
містила n  символів naa ...,1 , а довжина пакета пl , то після укрупнення оде-
ржимо нову комбінацію NBB ...,1 , де укрупнений елемент jB  містить η  
символів (за винятком може останнього). Це еквівалентно переходу від n -
вимірного простору до N -вимірного з незалежними помилками. Якщо па-
кет помилок охопив два елементи 1−jB  й jB , то циклічною перестановкою 
завжди можна поєднати його з кожним із укрупнених елементів. 

Аналогічно попередньому введемо коефіцієнт кореляції між укруп-
неними кодограмами: 

∑
=ν

ζννζ =
1

,, BBp jj , 

де 

⎩
⎨
⎧

≠−
=+

=
ζνν

ζνν
ζνν

,,

,,
,, 1

1
BB
BB

BB
j

j
j за

за
 

Для визначення значності кодограм повинні бути задані число інфо-
рмаційних символів k , довжина пакета пl  й необхідне значення мінρ∆ . 
Укрупняючи інформаційні символи, отримаємо 

∑
α

=ν

α−≤
0

2log
ууу nCnk ,                                     (2.22) 

де −⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
=

п
у l

kk число укрупнених інформаційних символів; −уn число укру-

пнених елементів у кодограмі; параметр 
2

1−µ
=α , якщо 

...),7,5,3(2 =µµ=ρ∆ мін . При 22 +µ=ρ∆ мін  обчислення здійснюються за 
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формулою (2.22), а потім значення уn  збільшується на одиницю (якщо 
4=ρ∆ мін , то 1+= уу kn ). Остаточно значність кодограми  

уопу klnn +−= )1( , 

де −уоk  значність останнього укрупненого інформаційного символу. 
Приклад 8. Побудуємо код з 3=k , що виправляє пакет помилок до-

вжиною 3=пl . Тоді 1=⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
=

п
у l

kk , 9,3 == nnу , 6=ρ∆ мін . Методом перебо-

ру знаходимо (9, 3)-код: 1 – 000000000; 2 – 001001001; 3 – 010010010;  
4 – 100100100; 5 – 110110110; 6 – 011011011; 7 – 101101101;   
8 – 111111111. Знайдений код на два символи коротше, ніж код, рекомен-
дований Метцнером. 

Приклад 9. Побудуємо код з 3=k , що виправляє пакет помилок до-
вжиною 2=пl . Тоді 2=уk , 7,4 == nnу . Методом перебору знаходимо  
(7, 3)-код з алгоритмом: 1 – 1110011; 2 – 0111010; 3 – 0011101; 4 – 1101110; 
5 – 0100111; 6 – 1010100; 7 – 1001001; 8 – 0000000, для якого 6=ρ∆ мін . 
Нехай прийнята спотворена комбінація 00100013 =′ . 

Тоді 2;4;0 6,35,34,32,38,37,33,31,3 −=ρ=ρ−=ρ=ρ=ρ=ρ=ρ=ρ ′′′′′′′′  і 
винести рішення про передану кодограму виявляється неможливим. Зро-
бимо циклічну перестановку робочих кодограм: 1 – 1110011; 2 – 0111010; 
3 – 0011101; 4 – 1101110; 5 – 0100111; 6 – 1010100; 7 – 1001001;  
8 – 0000000. Тепер вже коефіцієнти кореляції будуть: 

0,2;4;2 8,33,34,32,37,36,35,31,3 =ρ+=ρ−=ρ=ρ−=ρ=ρ=ρ=ρ ′′′′′′′′ . 
Величина j,33,3 ′′ ρ>ρ , що свідчить про передачу кодограми 0011101.  

Приклад 10. Побудуємо код з 57=k , що виправляє пакет довжиною 
3=вппl  або виявляє пакет 13=впl  символів. Для виправлення помилок 

знайдемо 19=уk ; 69;23 == ву nn  і 6=ρ∆ мін . Для виявлення помилок 
отримаємо: 5=уk ; 70;6 == оу nn  і 4=ρ∆ мін . Тому що во nn > , то остато-
чно вибираємо (70, 57)-код. 

Із наведених прикладів випливає, що для виправлення пакета поми-
лок довжиною вппl  необхідно мати  

24 −=ρ∆ вппмін l , 
а для виявлення пакета помилок 

42 −=ρ∆ впмін l . 
Може виявитися доцільним, щоб код виправляв пакети помилок до-

вжиною не більше вппl  й виявляв одночасно пакети помилок довжиною 
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вппвп ll > . У цьому випадку значність коду n  необхідно вибирати з умови 
виправлення пакета помилок вппl  і потім з умови виявлення пакета поми-
лок впl  визначити нову значність коду n′ . Якщо 

12 −≥′= впlnn ,                                        (2.23) 
то код значності n  буде відповідати поставленим вимогам; якщо ж 

12 −<′− вппlnn , то значність коду треба збільшити, щоб виконувалася не-
рівність (2.23). Дійсно, величина n  вибирається з умови виправлення паке-
та помилок вппl . Тоді коефіцієнти ζρ j  

24 +−=ρ∆−ρ≤ρ ν впмін lnjjj . 
Якщо тепер необхідно додатково виявляти пакети помилок довжини, бі-
льшої, ніж вппl , то ці додаткові властивості коду будуть визначатися на-
чебто новою, зменшеною значністю 12 +−≤′ вппlnn , звідки випливає умо-
ва (2.23). 

Приклад 11. Даний (70, 57)-код, що виправляє пакет помилок 
3=вппl . Визначимо його виявляючі властивості. Відповідно до формули 

(2.23) 65=′n . Такий (65, 57)-код дозволяє виявляти пакет помилок довжи-
ною 8=впl . Таким чином, (70, 57)-код виправляє пакети помилок 3=впl  і 
одночасно виявляє пакети помилок 8=впl  або тільки виявляє пакети по-
милок 13=впl . Це відомий код Файра.  

 
2.1.7. Кодування в реальному масштабі часу 

 
На жаль, в літературі, де розглядаються питання завадостійкого ко-

дування, під кодером ЦК часто розглядають тільки пристрої для форму-
вання перевірочних символів. Це не розкриває по суті того, як формується 
закодований сигнал і, як виконується неперервне його передавання кана-
лами зв’язку. Для цілісного уявлення про те, що собою являє кодер корек-
туючого коду, необхідно розглянути ще ряд пристроїв. за допомогою яких 
виконується запис інформаційних символів під час формування перевіроч-
них, а також пристроїв для узгодження швидкостей передавання вхідних і 
вихідних символів на виході кодера. 

Усі відомі кодуючі пристрої ЦК виконуються на регістрах зсуву, які 
можна звести до двох типів схем, а саме до схем, де реалізується процес 
ділення на породжуючий багаточлен G(х), або де використовується регістр 
зсуву з зворотним зв’язком, побудованим з урахуванням перевірочного ба-
гаточлена Н(х). 

Побудова схеми кодера на основі породжуючого багаточлена. 
Процедура формування кодових слів при циклічному кодуванні в система-
тичному вигляді  
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( ) ( ) ( )xRxxAxF kn += − , 
де А(х) – багаточлен інформаційних символів степеня 1−m ; ( )xR  – багато-
член, визначаючий послідовність перевірочних символів з урахуванням 
інформаційних. Інформаційні символи в результаті множення ( )xA  на 

mnx −  переміщуються в область старших розрядів, звільняючи при цьому 
місце для перевірочних символів. Переконатися в цьому можна, виконав-
ши операції ділення і множення згідно з останнім виразом на прикладі ко-
ду (7, 4) при ( ) 123 ++= xxxA  і ( ) 13 ++= xxxG . 

Структурна схема кодера ЦК наведена на рис. 2.16, яка складається 
із: ДП – джерела повідомлень, швидкість модуляції якого 1B ; БУШП – 
блока узгодження швидкості передавання ДП і закодованого сигналу; 
УФПС – схеми формування перевірочних символів; ЗГ – задаючий генера-
тор; П – дільника частоти, формуючого когерентні коливання для синхро-
нізації ДП і УФПС, а також БЧУ – блока часового ущільнення інформацій-
них і перевірочних символів, що забезпечують неперервну передачу зако-
дованого повідомлення з лінійною швидкістю модуляції mnBB /12 = . 

 

Розглянемо тепер функціональну схему кодера (рис. 2.17) з викорис-
танням формувача перевірочних символів, який містить регістр затримки 
зі зворотним зв΄язком. Схема регістра РГЗ у відповідності з 
( ) 13 ++= xxxG  докладно розглянута у підрозділі 2.1.5 (рис. 2.15). Наведе-

на схема містить буферний регістр РГ1, швидкість заповнення якого ви-
значається ТІ1 з частотою 11 Bf = , і вихідний регістр РГ2. Перезапис вмісту 
РГ1 в РГ2 здійснюється паралельним способом, а зчитування із РГ2 відбу-
вається послідовно під дією ТІ2 з частотою mnff /12 = . Керуюче облад-
нання містить лічильник ЛЧ тактових імпульсів ТІ2 з додатковим входом 
R  для скидання комірок пам´яті в нульовий стан імпульсом перезапису з 
РГ1 в РГ2. Ємність лічильника для коду (7, 4) дорівнює 4. RS -тригер при-
значений для формування сигналів управління ключа Кл в колі зворотного 
зв’язку РГ3 і електронного перемикача ЕП, який знаходиться в положенні 
1 під час передачі в канал інформаційних символів, і в положенні 2, коли 
формуються перевірочні символи. 

12 B
k

n
B =  

01 1 τ=B  
ДП 

ЗГ Д УФПС 

БУШП  
 
БЧУ 

ТІ1 

ТІ2 

Вихід 
кодера 

Рисунок 2.16 – Структурна схема кодера циклічного коду 
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На рис. 2.18 наведені часові діаграми формування закодованого ко-
дового слова циклічним кодом. Для інших ( )mn, -кодів кодер, що забезпе-
чує кодування систематичним кодом в реальному масштабі часу, з іншими 
значеннями надлишковості ρ  і кодів з виправленням багаторазових поми-
лок може бути побудований за таким самим принципом, що і для розгля-
нутого випадку. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 2.17 – Функціональна схема кодера циклічного коду (7, 4) 
 
Побудова кодера на основі перевірочного багаточлена. Другий 

спосіб кодування базується на понятті перевірочного багаточлена 
( ) ( ) ( )xGxxH n 1+= . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 2.18 – Часові діаграми при формуванні КК ЦК (7, 4) 

 
У такому кодері для формування систематичного коду як регістр 

зсуву зі зворотним зв’язком використовується пристрій (див. рис. 2.24), 
який складається із m  комірок пам’яті і зовнішніх суматорів за 2mod , 
ввімкнених в коло зворотного зв’язку. Побудова кодера з урахуванням пе-
ревірочного багаточлена ( )xH  для коду (7, 4) визначається виразом 
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Розглянемо конкретну схему кодера на прикладі перевірочного бага-
точлена ( ) ( ) ( ) 111 2437 +++=+++= xxxxxxxH . У цьому прикладі коефіціє-
нти ih  набувають наступні значення: 00 =h , 11 =h , 12 =h , 13 =h . Функціо-
нальна схема кодера наведена на рис. 2.19. У такому кодері комірки 
пам’яті регістра РГ2 зберігають до початку кодування інформаційні сим-
воли, причому старшим розрядам відповідають комірки 3x  і 2x , а молод-
шим – x  і 0x , яким відповідають степені багаточлена ( )xF  456 ,, xxx  і 3x . В 
 табл. 2.7 наведені стани комірок пам΄яті на кожному такті кодування ін-
формаційних символів, які представлені в поліномінальній формі 
( ) 123 ++= xxxA .  

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 2.19 – Функціональна схема кодера на основі перевірочного багаточлена 

( )xH  = 124
+++ xxx  

 

Таблиця 2.7 – Ілюстрація процесу формування КС кодером на основі ( )xH  
ТІ 320 €€€ xxxx ++=  x  2x  3x  ix  
0 1 0 1 1 6x  
1 0 1 0 1 5x  
2 0 0 1 0 4x  
3 1 0 0 1 3x  

Інформа-
ційні си-
мволи 

4 1 1 0 0 2x  
5 1 1 1 0 x  
6 0 1 1 1 0x  

Переві-
рочні си-
мволи 

 

Робота кодера починається з того, що після завантаження інформа-
ційних символів у буферний регістр РГ1 вміст його імпульсом циклової 
синхронізації (ІКС) від джерела повідомлення переноситься паралельним 
способом в кодуючий регістр РГ2. З цього регістру символи КС зчитують-
ся зі швидкістю mnBB /12 =  і надходять на вихід кодера. Першими чотир-
ма тактовими імпульсами виводяться інформаційні символи, а потім трьо-
ма – перевірочні. Далі цей процес періодично повторюється для інших КС. 

+ + 

ТІ2 ТІ1 

РГ1 

Вихід 
кодера 

 h1 = 1 h2 = 1 РГ2 

x0 x x2 x3

ДП T1 T2 T3 T4 

Д2 ЗГ Д1
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Виконавши перевірку сформованого КС можна переконатися, що 
0)1(mod)1( 3356 ≡+++++ xxxxx , тобто в правильності процесу кодування. 

Відзначимо, що кодери, побудовані на базі утворюючих або переві-
рочних багаточленів, рівноцінні за структурою вихідного сигналу. Однак, 
зіставляючи функціональні схеми розглянутих кодерів ЦК з точки зору їх 
практичного застосування, перевагу слід надати останній, тому що в ній 
міститься менше регістрів, не потребують допоміжні пристрої. 

Ефективність блокових кодів. Перш ніж вирішити питання щодо 
ефективності спільного використання блокових кодів і таймерних сигна-
лів, необхідно оцінити ефективність надлишкових блокових кодів, що ви-
користовуються у реальних каналах зв’язку при розрядно-цифровому ко-
дуванні. 

Ефективність застосування коректуючого коду в режимі виправлен-
ня помилок можна визначити через коефіцієнт підвищення достовірності: 

( )
( ) ( )пРпР

пР

вп−≥
≥

≈η
,1

,1 ,    (2.24) 

де ( )1,P n≥  – ймовірність прийому п-елементної кодової комбінації з одні-
єю й більше помилками; ( )пРвп  – ймовірність прийому п-елементної ком-
бінації з помилками, які виправляють деяким (п, т)-кодом. 

Вибір величини η для оцінки ефективності застосування коду обумо-
влено простотою її обчислення, а також тим, що ця величина легко перера-
ховується у відповідне відношення еквівалентних ймовірностей еη . На-

приклад, при ( )1,P n≥  << 1 η≈η
п
т

е , тому що без застосування коректую-

чого коду ( )
п
пРр ,1≥

≈е , а при викорис-танні коректуючого коду – 

( ) ( )
т

пРпРр вп
е

−≥
≈

,1 . Крім того, через те, що eη>η , при малій величині η 

можна свідчити про неефективність коду й без визначення величини eη . 
Для кодів, що виправляють помилки кратності впt  й менше, 

),1(
),1(
ntP

nP
+≥

≥
=η

вп
.     (2.24а) 

На рис. 2.20 наведено графіки залежності η = f(t) для різних значень 
п, отримані на підставі експериментальних даних для телефонного кабель-
ного каналу ( 613,0;1007,3 4 =α⋅= −p ). 

Із графіків видно, що для даних каналів застосування коду в режимі 
виправлення помилок при 511n ≤  не призводить до підвищення достовір-
ності більш ніж у 10 разів. 

Для кодів, що виправляють пакети помилок довжиною λ і менше 
елементів, 



 166 

),(
),1(

nP
nP

λ≥
≥

=η
п

п .  (2.24б) 

Через те, що при xt ==λ  
( ) ( )п 1, 1,P x n P x n+ ≥ + , 

то 

),1(
),1(
nP

nP
+λ≥

≥
≤η

п
п . 

На рис. 2.21 наведена 
залежність коефіцієнта η від 

елементності коду за різних значень відношення m/n = 0,2; 0,5; 0,8. 
Отже, коди, що виправляють пакети помилок у цих каналах за 

511n < , також не забезпечують помітного підвищення достовірності. 
Розглянемо  вплив на ефективність декореляції помилок. Якщо з по-

слідовності помилок 1 2 3, ,e e e … 
виділити послідовність елеме-
нтів ( )1,2,3,j ieν ν+ = … , то 
 отриману послідовність  

...,, 121 ++ jji eee  так само, як і 
первинну, можна характери-
зувати параметрами p  і α. Тут 
ν  – номер елемента в отрима-
ній послідовності, а j iν +  – 
номер цього елемента у вихідній послідовності. При збільшенні j  пара-
метр p  не змінюється, а показник групування α зменшується. Починаючи 
з деякого значення 1j j= , помилки в отриманій послідовності можна вва-
жати практично незалежними. Величини 1j  різні для різних каналів 
зв’язку. 

Якщо передавати кодові комбінації так, щоб помилки, що впливають 
на окремі їхні елементи, були практично незалежними, то можна отримати 
значне збільшення досиовірності при малих довжинах кодових комбінацій 
і виправленні помилок малої кратності. 

Розмістимо п елементів деякого блока, складеного з j  1n -елементних 
( )1n jn=  комбінацій (рис. 2.22), у вигляді матриці з j  рядків і 1n  стовпців. 
Індекси елементам припишемо так, щоб вони відповідали порядку переда-
вання елементів у канал зв’язку. Тоді при 1j j≥  можна вважати, що на 
елементи будь-якого рядка матриці діють практично незалежні помилки. 
Отже, якщо вибрати як рядки матриці вектори деякого групового ( )1 1,n m -
коду, то ймовірність помилкового декодування буде зменшуватися зі збі-
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Рисунок 2.20 – Залежність ( )tf=η  для 
телефонного кабельного каналу 
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льшенням j  і при 1j j≥  наближатися до ймовірності помилкового декоду-
вання в каналі з незалежними помилками. 

Необхідно відзначити, що при збільшенні j  відносна швидкість пе-
редавання не змінюється, через те що 1 1 1 1R m n jm jn m n= = = , а лише 
змінюється ємність пам’яті приймача й передавача, яка дорівнює 1jn  двій-
кових елементів, і зростає час затримки інформації, який дорівнює за будь-
яким повідомленням довжині 1l jm≤   

( ) 1 0 акpt l jn t t t= + + . 
Виграш за достовірністю, який отримується при декореляції й випра-

вленні помилок кратності t , 
( )
( ) ηθ=

+≥
≥

=η
1д

1
д ,1

,1
ntP

nP , 

де ( )д 11,P t n≥ +  – ймовірність появи п-
елементної комбінації з помилкою крат-
ності 1t +  і більше в послідовності поми-
лок, яку отримуємо після їх декореля-
ції; ),1(/),1( 1 ntPnP +≥≥=η – виграш за 
достовірністю, який отримуємо при ви-
правленні помилок кратності t  без деко-
реляції; ( ) ( )1д ,1/,1 ntPntP +≥+≥=θ  – ви-
граш за достовірністю, який отримуємо за рахунок декореляції помилок. 

Максимальний виграш за достовірністю, який можна отримати при 
повній декореляції ( 1j j≥ ) і виправленні помилок, дорівнює 

( )

( )
1

1

1

1
макс

1

1,

1
n

n ii i
n

i t

P n

C p p
η

−

= +

≥
=

−∑
,    (2.24в) 

де р – імовірність помилкового прийому символу. 
Максимальний виграш за достовірністю, який одержується за раху-

нок декореляції помилок при 1j j≥ , визначається як 
( )

( )∑
+=

−−

+
=θ

1
1

1
1

1

1

,1
n

ti

inii
n ppC

ntP
макс . 

На рис. 2.23 показані графіки залежностей η, ηд і θ  від ,j n  і впt  для 
телефонного каналу. 

З наведеного бачимо ефективність декореляції помилок на якість пе-
редачі. 

Рисунок 2.22 – Матриця елементів 
при декореляції помилок 
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2.1.8. Коди Ріда-Соломона 

 
Важливою і часто використовуваною підмножиною кодів БЧХ є ко-

ди Ріда-Соломона. Це такі коди БЧХ, в яких мультиплікативний порядок 
алфавіту символів кодового слова ділиться на довжину коду. Таким чином, 

1=m  і поле символів )(qGF  збігається з полем локаторів помилок 
)( mqGF . Звичайно ми будемо вибирати α  примітивним, тоді  

11 −=−= qqn m . 
Мінімальний багаточлен над )(qGF  елемента β , взятого з того само-

го поля, дорівнює 
β−=β xxf )( . 

Оскільки поле символів і поле локаторів помилок збігаються, всі мі-
німальні багаточлени лінійні. У коді Ріда-Соломона, що виправляє t  поми-
лок, звичайно покладається 10 =j , і тоді, породжуючий багаточлен, запи-
сується у вигляді  

)(...))(()( 2
2

txxxxg α−α−α−= . 
Степінь цього багаточлена завжди дорівнює t2 , звідки слідує, що парамет-
ри коду Ріда-Соломона позв'язані співвідношенням 

tkn 2=− . 

Рисунок 2.23 – Залежність виграшу при декореляції помилок (j = 300) від 
кратності виправляємих помилок tвп та довжини кодової комбінації п  
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У коді Ріда-Соломона можна вибрати також будь-яке інше значення 
0j , причому за допомогою розумного вибору 0j  іноді вдається спростити 

кодер. Таким чином,  
)(...))(()( 121 000 −++ α−α−α−= tjjj xxxxg . 

Як приклад знайдемо )(xg  для (15, 11)-коду Ріда-Соломона з 2=t  
над )16(GF . Може бути обране кожне 0j ; ми виберемо 10 =j . Тоді  

.)1(

)()1())()()(()(
10326313423

2233234432

α+α+α+α+=++++

++++++=α−α−α−α−=

xxxxzzxz

xzzxzzxxxxxxg
. 

Оскільки степінь )(xg  дорівнює 4, 4=− kn  і 11=k . Інформаційний бага-
точлен являє собою послідовність одинадцяти символів з )16(GF , що екві-
валентно 44 бітам. 

Як другий приклад знайдемо )(xg  для (7, 3)-коду Ріда-Соломона з 
2=t  над )8(GF . Може бути обране кожне 0j ; ми виберемо 40 =j . Тоді  

zxzxzxzxxxxxxg +++++++=α−α−α−α−= )1()1()1())()()(()( 223240654

(тут використане подання елементів поля )8(GF  у вигляді багаточленів 
від z ). Інформаційний багаточлен являє собою послідовність трьох вісім-
кових символів (що еквівалентно дев'яти бітам). Припустимо, що 

)1()()( 22 ++++= zxxzzxi . 
Кодове слово несистематичного коду запишеться у вигляді  

,00

))(()()()(
452346564

326364324

α+α+++α+α+α=

=α+α+α+α+α++α==

xxxxxx

xxxxxxxgxixc
 

що являє собою послідовність семи вісімкових символів. 
Коди Ріда-Соломона є оптимальними в змісті границі Сінглтона. 
Теорема 5. Код Ріда-Соломона має мінімальну відстань 1+− kn  і є 

кодом з максимальною відстанню. 
Доведення. Нехай 12 += td  – конструктивна відстань коду. Мініма-

льна відстань ∗d  задовольняє нерівності 
112 +−=+=≥∗ kntdd , 

оскільки для кодів Ріда-Соломона knt −=2 . Але для будь-якого лінійного 
коду має місце границя Сінглтона 

1+−≤∗ knd  
Отже, 1+−=∗ knd  і dd =∗ . 

Доведена теорема стверджує, що при фіксованих n  і k  не існує коду, 
мінімальна відстань якого більше, ніж у коду Ріда-Соломона. Не слід ро-
зуміти це твердження буквально. Часто перевага віддається кодам з такими 
параметрами ( kn ′′,  ), за яких не існує коду Ріда-Соломона. У той же час 
коди Ріда-Соломона завжди виявляються коротше всіх інших циклічних 
кодів над тим же алфавітом. 
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Розширені коди Ріда-Соломона. До коду Ріда-Соломона в загаль-
ному випадку можна додати дві додаткові компоненти; ми будемо завжди 
поміщати одну з них на початку, а іншу наприкінці кодового слова. Коди, 
отримані шляхом додавання однієї або обох додаткових компонентів, на-
зиваються розширеними кодами Ріда-Соломона. Кожний з доданих симво-
лів може використовуватися і як інформаційний, і як перевірочний, тобто 
або для збільшення швидкості передавання, або для збільшення мінімаль-
ної відстані коду. Ми використовуємо цей менш конкретний термін – роз-
ширені коди Ріда-Соломона, хоча ці ж коди можна побудувати збільшен-
ням числа слів у кодах Ріда-Соломона з мінімальною відстанню ∗d  або по-
довженням кодів Ріда-Соломона з мінімальною  відстанню 2−∗d . У кож-
ному разі вийде той самий розширений код Ріда-Соломона.  

Треба визначити два нових локатори й відповідно ввести нові позна-
чення. Якщо вихідні компоненти нумеруються елементами поля, то для 
одного нового компонента можна використовувати нульовий елемент по-
ля, так що залишається визначити ще один додатковий символ для іншої. 
Звичайно використовується символ ∞ . Якщо вихідні компоненти нумеру-
ються показниками степеня примітивного елемента, то для позначення но-
вого локатора не можна використовувати нуль і необхідно ввести два но-
вих символи. У якості цих двох символів ми будемо користуватися знака-
ми – та +. Таким чином, слово розширеного коду записується у вигляді 

),,,...,,,,(
23210 +−−− ccccccc mm qq

, 

та 1+= mqn . Вектор, що виходить виключенням символів −c  і +c , будемо 
називати внутрішнім. Ми будемо вивчати розширені коди за допомогою 
властивостей перетворень Фур'є внутрішніх векторів, доповнюючи їх влас-
тивостями розширеного векторного простору. Коли ми будемо говорити 
про спектр кодового слова, то будемо мати на увазі спектр внутрішнього 
вектора. 

Спочатку дамо визначення розширеного  циклічного  коду, а  потім - 
як окремий випадок – визначення розширеного коду Ріда-Соломона. 

Визначення 2. Розширеним циклічним ),( kn -кодом над )(qGF  на-
зивається лінійний код довжини 1+= mqn , кожне слово якого задовольняє 
наступним умовам: спектр ),...,,( 310 −nCCC  кодового слова 

),,...,,,( 310 +−− ccccc n  містить нулі в заданій безлічі 2−− kn  позицій з індек-
сами 21 ..., −−knjj , а два спектральні компоненти, що залишилися, задоволь-
няють +− ==

−−
cCcC

knjj 10
,  рівностям. 

Розширений циклічний код у загальному випадку не є циклічним. 
Визначення 3. Розширеним кодом Ріда-Соломона називається лінійний 

код довжини 1+= qn  над )(qGF , спектр кодових слів ),,...,,,( 210 +−− ccccc n  
якого за будь-яких цілих 0j  і t  задовольняє таким умовам: 
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1) ;22...,1,0 00 −++== tjjjC j  
2) ;

0 −= cC j  
3) .120 +−+ = cC tj  

Число 12 +t  називається конструктивною відстанню розширеного ко-
ду Ріда-Соломона. Визначення містить обмеження, які полягають в тому, 
що 22 −t  відповідних спектральних компонент повинні дорівнювати нулю, 
а компоненти, що обрамляють ці 22 −t  повинні дорівнювати −c  й +c  відпо-
відно. Ці дві спеціальні частоти називаються граничними частотами. 

Порівнянно з кодом Ріда-Соломона, що виходить видаленням −c  і +c  
й дорівнюванням нулю спектральних компонентів 

0jC  і 120 −+ tjC , розши-
рений код Ріда-Соломона завжди містить два додаткових інформаційних 
символи при незмінній мінімальній відстані. Згодом ми з'ясуємо, що це 
означає в частотній області, а спочатку наведемо основане на властивостях 
матриці Вандермонда доведення факту. 

Теорема 6. Розширений код Ріда-Соломона над )(qGF  є ),1( kq + -
кодом з мінімальною відстанню 2112 +−=+−=+ kqknt . 

Доведення. Спочатку припустимо для простоти, що 00 =j . Переві-
рочна матриця коду дорівнює 
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Якщо будь-які 1−d  стовпців цієї перевірочної матриці лінійно неза-
лежні, то мінімальна відстань коду дорівнює щонайменше d . Після ви-
ключення першого й останнього стовпців будь-яка безліч з 1+− kq  стовп-
ців утворить матрицю Вандермонда, яка невирождена, і, отже, будь-які 

1−d  внутрішніх стовпців лінійно незалежні. У випадку ж коли вибрана 
безліч зі 1+− kq  стовпців містить перший і останній стовпці, відповідний 
визначник можна обчислити, розкладаючи його за елементами спочатку 
першого, а потім останнього стовпців. Це приведе до викидання спочатку 
першого, а потім останнього рядка, і частина, що залишилася, знову при-
водить до матриці Вандермонда, визначник якої відмінний від нуля. Отже, 
будь-які 1+− kq  стовпців лінійно незалежні, і тому мінімальна відстань 
коду дорівнює щонайменше 2+− kq . 

Далі, якщо 00 ≠j , то зміни в перевірочній матриці при незмінних 
першому й останньому стовпцях полягають у тому, що всі її елементи 
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помножуються на 0jα . Це, однак, ніяк не впливає на проведені вище мір-
кування. 

На рис. 2.24 зображений кодер у частотній області для розширеного 
коду Ріда-Соломона. Ми зможемо краще зрозуміти ці коди, якщо будемо 
представляти їх кодер як модифікацію кодера в частотній області для зви-
чайного коду Ріда-Соломона з мінімальною відстанню ∗d . Останній кодер 
визначається блоком з 1−∗d  послідовних частот, в яких стоять нульові 
компоненти спектра. Інші компоненти спектра набувають довільних зна-
чення інформаційних символів з )(qGF . 

Для розширення цього коду за рахунок збільшення числа інформа-
ційних символів використовуються дві граничні частоти спектра в блоці 
перевірочних частот спектра, яким надаються довільні значення двох ін-
формаційних символів, причому в часовій області кодове слово теж допов-
нюється цими двома символами. У результаті виходить розширений код 
Ріда-Соломона з тією ж мінімальною відстанню ∗d , але з двома додатко-
вими інформаційними символами. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 2.24 – Кодер для розширеного коду Ріда-Соломона в частотній області 

 
Якщо ж ми хочемо розширити вихідний код так, щоб збільшити його 

мінімальну відстань, то два додаткових символи, що приєднуються до бло-
ка перевірочних частот, оголошуються новими перевірочними частотами. 
Значення компонентів цих частот не змінюються, але в часовій області ті ж 
два символи дописуються до кодового слова. Це призводить до коду з та-
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ким самим числом інформаційних символів, як і у вихідного коду, але з 
мінімальною відстанню 2+∗d . Звичайно, ми одержимо той самий розши-
рений код, якщо будемо виходити з коду Ріда-Соломона з мінімальною 
відстанню 2+∗d  й збільшувати в ньому число інформаційних символів. 

Кодер розширеного ( kn,  )-коду Ріда-Соломона в часовій області по-
казаний на рис. 2.25. У цьому випадку розширення розглядається як по-
довження ),2( kn − -коду Ріда-Соломона з мінімальною відстанню 2−∗d  
до коду з відстанню ∗d . Для кодування k  інформаційних символів внут-
рішнього вектора кодового слова використовується породжуючий багато-
член з коренями 122 ,..., −αα t . Граничні символи визначаються при цьому 
відповідно рівностями 

j
n

i
icc α= ∑
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=
−

1

0
     і     ti

n

i
icc 2

1

0
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і приєднуються до внутрішнього вектора для формування кодового слова. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 2.25 – Систематичний кодер для розширеного коду Ріда-Соломона 
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ший ступінь декодування – слугує для визначення параметра елементарних 
символів прийнятого кодового слова і входить як складова частина при-
ймального пристрою. В оптимальному випадку сигнал на виході цієї схеми 
являє собою неперервну випадкову величину, яка містить інформацію про 
знак і амплітуду випадкового символу. Схема другого ступеня декодуван-
ня є власно декодуючим пристроєм, що ототожнює прийняту комбінацію з 
однією із дозволених кодограм. В оптимальному випадку декодуючий 
пристрій повинен мати пам’ять, розраховану на збереження всіх 2т кодо-
грам. Декодування полягає в обчисленні 2т лінійних сум і визначенні ма-
ксимальної з них. 

Разом з тим тенденція працювати за швидкостей, близьких до пропу-
скної здатності каналу зв'язку, з досить малою ймовірністю помилки ви-
кликає необхідність збільшувати значність коду, тому що тільки завадос-
тійкі коди мають високу ефективність. Нині в каналах передачі даних час-
то використовуються коди, які містять блоки по 500 і більше символів. Не-
важко побачити, що в цьому випадку на кожну кодограму потрібно, при-
наймні, 2500 операцій.  

Методи декодування. Всі методи декодування в залежності від типу 
вирішальних схем можна поділити на три групи: 

1. Схема першого ступеня декодування – неоптимальна, схема друго-
го ступеня – оптимальна. 

2. Схема першого ступеня декодування – оптимальна, схема другого 
ступеня – неоптимальна. 

3. Схеми першого і другого ступенів декодування – неоптимальні. 
Перша група методів дуже нечисленна. До неї відносяться декоду-

вання за максимумом правдоподібності і декодування за допомогою коре-
ктора при посимвольному прийомі. Перевага надається тому методу, який 
вимагає меншого числа операцій, що в свою чергу визначається співвід-
ношенням між числом т інформаційних і r перевірочних символів. Так, 
якщо т > r, то треба здійснювати декодування за допомогою коректора, 
тому що число операцій в цьому випадку пропорційне 2r < 2т. Слід під-
креслити, що обидва ці методи практично застосовні лише за невеликих 
довжин кодованих блоків. Схема першого ступеня декодування може та-
кож працювати і з великим числом рівнів квантування, але метод декоду-
вання за допомогою коректора в цьому випадку не досліджений. 

Друга група також містить невелику кількість методів. До них слід 
віднести метод Вагнера, методи модульного і різницево-модульного деко-
дування, запропоновані Л.Ф. Бородіним, Л.М. Фінком і Б.Д. Каганом. 

Найбільш численна третя група, при чому переважного розповсю-
дження набув посимвольний прийом, коли схема першого ступеня декоду-
вання видає сигнали з одним рівнем квантування. 

У цьому підрозділі основна увага приділяється методам декодування 
третьої групи: наведено лише стисла характеристика деяких методів деко-
дування першої і другої групи. 
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Декодування за максимумом правдоподібності. При передаванні 
по каналу з шумами кодові слова nni xxxX ,,..., 11 −= , що належить алфавіту 
А ;  на вході приймального пристрою буде деяка комбінація: 

01,..., П⊕== inj XxzZ ,                                                 (2.25) 
що належить алфавіту В . Вектор помилок П0 буде визначений, якщо для 
всіх i та j задана матриця умовних ймовірностей рXi( Z j ) утворена на вихо-
ді каналу послідовності Z j , якщо була передана кодограма Xi. Оптималь-
ний приймальний пристрій вибирає в якості рішення ту послідовність Хі, 
для якої умовна ймовірність )( jX Zp

i
 максимальна. Вказаний алгоритм об-

робки сигналів називається декодуванням за максимумом апостеріорної 
ймовірності. 

Згідно з теоремою Байєса, умовна ймовірність: 

)(
)()(

)(
j

ijX
iZ Zp

XpZp
Xp i

j

⋅
= ,     (2.25а) 

де −)(),( ji ZpXp  апріорні ймовірності передавання кодограми Х i  і отри-
мання послідовності Z j ,  Ймовірність p(Zj) можна визначити за форму-
лою повної ймовірності: 

)()()( i
AX

jXj XpZpZp
i

i∑
⊂

= . 

Якщо р(Хі)= const, то вираз (2.25а) досягає найбільшого значення 
лише тоді, коли максимальна ймовірність )( jX Zp

i
.  Тому в якості 

розв’язання рівняння необхідно вибирати таку кодограму AXi ⊂ , яка за-
безпечує найбільше значення ймовірності )( jX Zp

i
. Такий алгоритм оброб-

лення сигналів дістав назву декодування за максимумом правдоподібності. 
Відзначимо, що цей алгоритм справедливий і при нерівномірному законі 
розподілу повідомлень. 

При рівноймовірних повідомленнях декодування за максимумом 
апостеріорної ймовірності і максимумом правдоподібності оптимальні в 
тому розумінні, що вони мінімізують ймовірність Р0(Х i) спотворення ко-
дограми X і і, таким чином, середню ймовірність помилки за ансамблем 
повідомлень: 

∑
⊂

=
AX

i
i

XpAp )()( 00 . 

Якщо канал симетричний і без пам'яті, то ймовірність: 
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де )( vx zp
v

 – умовна ймовірність появи символу jv Zz ⊂ , при передаванні 
символу iv Xx ⊂ . Тому що канал симетричний, то 
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є монотонною спадною функцією r. Тому декодування за максимумом 
правдоподібності в ДСК зводиться до вибору в якості рішення такої кодог-
рами AX i ⊂ , яка відстоїть від прийнятої послідовності BZ j ⊂  на  міні-
мальній відстані. Тому такий алгоритм оброблення сигналів називається 
декодуванням за мінімумом кодової відстані. 

Декодування за допомогою коректора. Розподіл кодових слів за 
областями рішень, що характеризується нормальною таблицею декодуван-
ня, дозволяє сформулювати алгоритм оброблення сигналів у такому вигля-
ді: розв’язанням рівняння (2.25) є кодограма AX i ⊂ ,  яка знаходиться в 
тому самому стовбці нормальної таблиці декодування (НТД), що й прийн-
ята послідовність BZ j ⊂ . Очевидно, що це правило збігається з декоду-
ванням за максимумом правдоподібності і, таким чином, є оптимальним. 

Процедура декодування буде аналогічною, якщо використовувати 
однозначну відповідність між коректорами (синдромами) S0 і головними 
елементами відповідних суміжних класів, що містять прийняті послідовно-
сті Z j :  

mnjmnj HПHZS ,0,0 == .  
За знайденим коректором визначається вектор помилки П0j і потім пе-

редана кодограма jji ZX 0П⊕= . Очевидно, що декодування за допомогою 
коректора збігається з декодуванням за максимумом правдоподібності. 

При декодуванні за допомогою коректора найбільш складною в тех-
нічному відношенні операцією, що визначає складність усього кодоперет-
ворювача, є визначення відповідного коректора вектора помилок. Ця зада-
ча розв'язується порівняно просто тільки для помилок кратності 1=kt , ко-
ли всі вектори мають одиничну вагу; в цьому випадку всі коректори збіга-
ються з рядками перевірочної матриці Hn,k. 

Приклад 12. Закодуємо повідомлення S = 1101 (7, 4)-кодом з алгори-
тмом: х3=134, х6=124, х7=123. Тоді кодограма X = 1101010. Для послідов-
ності одиничних помилок, починаючи зі старшого розряду, отримаємо ко-
ректори S01 = 111, S02 = 011, S03 = 101, S04 = 110, S05 = 100, S06 = 010. Відшу-
кання векторів помилок різко ускладнюється за кратності помилок 1>kt  і 
за достатньо великих п і kt  для блокових кодів, що не мають властивості 
циклічності, стає практично неможливим. 

Циклічність коду у багатьох випадках суттєво спрощує процедуру 
побудови коректора, визначення відповідного вектора помилки і виправ-
лення спотвореного символу. 
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Кодові слова циклічних кодів мають дві властивості, які лежать в ос-
нові виявлення і виправлення помилок: 

– кодові поліноми )(xf j , відповідні кодограмам, ортогональні пере-
вірочному поліному )(xh : 

0)()( =xhxf j ;     (2.26) 
– кодові поліноми )(xf j  діляться без остачі на породжуючий полі-

ном g(x): 

( ) ( )xq
xg
xf j =
)(

. 

Розглянемо декодування циклічних кодів, засноване на множенні на 
перевірочний поліном. 

Дія завади p і(х) приводить до створення на вході декодуючого при-
строю поліному: 

( ) ( ) ( )xpxfxZ ij ⊕= . 
При множенні на поліном h(x) з урахуванням (2.26) отримаємо 

( ) ( ) ( ) ( )xhxpxhxZ i= . 
Таким чином, кодовий поліном )(xf j  виявився заміненим і утворився по-
ліном: 

( ) ( ) ( )xhxpxS ii =0 . 
Якщо ( ) 00 ≠xS i , то це свідчить про наявність помилок у прийнятій 

кодограмі; рівність ( ) 00 ≠xS i  вказує на відсутність спотворень. Вираз 
( )xS i0  можна подати 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]xqxgxpxhxS ii ⊕=0 . 
Звідси виходить, що для всіх j добуток: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )⎣ ⎦ ( )xSxqxgxpxhxp ijiij 0=⊕= . 
Тут поліном pij(х) відображає кодограми суміжного i-го класу, а по-

ліном S0 i(x) – головний елемент цього класу. Число поліномів pij(х) при 
фіксованому i дорівнює числу 2т кодових поліномів f(x). Тому S0 i(x) мо-
же слугувати коректором, оскільки кожному поліному помилки pij(х) від-
повідає свій поліном S0 i(x). 

Очевидно, що два поліноми помилки ( )xp1 і ( )xp1 будуть різні при 
декодуванні, якщо ( ) ( ) ( )xpxhxp 21 ≠ . Припустимо, що різні поліноми поми-
лки ( )xpi ( )xpt , де t = 1,2, ... , n – 1. Тоді поліном коректора: 

( )( ) ( )xSxxS i
tt

i 00 = , 
звідки: 

( ) ( ) ( )( )xStxxS t
i

t
i 00

−= . 
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Тут знак мінус в показнику степеня означає циклічний зсув коефіці-
єнтів поліному ( )( )xS t

i0  на t тактів праворуч, внаслідок чого утворюється 
поліном S0 i(x). 

Таким чином, процедура декодування зводиться до наступного: 
– прийнята послідовність символів Zi помножується на перевірочний 

поліном h(x) і визначається поліномом ( )( )xS t
i0 ; 

– якщо ( )( ) 00 ≠xS t
i , то циклічним зсувом його формується поліном 

S0 i(x), що відповідає вектору помилки p і(х); 
– у складі кодоперетворювача є спеціальний пристрій – селектор, 

настроєний на певне значення S0 i(x); в момент утворення коректора S0 i(x) 
селектор формує символ 1, що збігається за часом зі спотвореним розря-
дом комбінації Zi і підсумовуванням за mod 2, ця помилка усувається. 

Приклад 13. Розглянемо роботу декодуючого циклічного (7, 4)-коду 
множенням на перевірочний поліном h(x) = 10111 (рис. 2.26). Спочатку 
ключ Кл1  установлюється в положення "1", ключ Кл2 розімкнений і кодог-
рама Z уводиться в комірки регістру Р1 багатотактного кодового фільтра. 
Потім ключ Кл2 замикається і після семи тактів роботи в регістрі Р2 буде 
записаний поліном ( )( ) ( ) ( )xhxpxS i

t
i =0 . Потім ключ Кл1 переводиться в по-

ложення "2", ключ Кл2  розмикається, і символи кодограми Z починають 
надходити через суматор С0 на вихід пристрою. Одночасно в регістрі Р2 
здійснюється циклічний зсув поліному ( )( )xS t

i0 . Припустимо, що передава-
лася кодограма Х  =  1101001, прийнята комбінація Z = 1101101, а селектор 
настроєний на комбінацію 0010111. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 2.26 – Декодуючий пристрій циклічного (7, 4)-коду  

з множенням на поліном h(x)  = 10111 
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Процес роботи схеми ілюструється табл. 2.8, звідки видно, що після 
7 тактів роботи в регістрі Р2 буде записаний поліном, а спотворений сим-
вол знаходиться в комірці К3 регістра Р1. Після t = 5 тактів циклічної пе-
рестановки в селектор надійде комбінація 0010111, селектор видасть на 
суматор С0 символ 1, який збігається за часом із символом 1 комірки К3, і 
помилка буде виправлена. 

Розглянемо декодування циклічних кодів, засноване на діленні на 
породжуючий поліном. Після ділення Z(x) на g(x) отримаємо: 

[К(х) + Q(x)]g(x) + R(x) = f ( x )  + р i(х), 
де К ( х )  – інформаційні символи (поліном ненадлишкового коду); Q(х), 
R ( х )  –  частка і остача від ділення Z ( x )  на g(x). Умова R(x) ≠  0 свід-
чить про наявність спотворень, а рівність R(x) = 0 – про їх відсутність. 
Оскільки окремо фіксуються лише К ( х )  +  Q ( x )  і, R(x), то корекція по-
милок зводиться до визначення за остачею R(x) або вектора помилок 
р i(х), або поліному Q ( x ) .  

 
Таблиця 2.8 – Ілюстрація роботи схеми згідно з рис. 2.26 
 

Регістр P1  Регістр Р2
K1 K2 K3 K4 K5 K6 K7 K1 K2 K3 К4 K5 K6 K7 
1 0 1 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 
1 1 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 
1 1 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 
0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 0 1 0 1 
1 0 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 1 1 
1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1 1 1 
0 1 1 0 1 1 1 0 1 0 1 1 1 0 
1 0 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 0 

 
Приклад 14. Розглянемо роботу декодуючого пристрою циклічного 

(7, 4)-коду діленням на породжуючий поліном g ( x )  = 1011 (рис. 2.27). 
Спочатку ключі Кл1 та Кл2 розімкнені і кодограма Z, що приймається, 
протягом п = 7 тактів одночасно надходить до буферного регістру Р1 та до 
регістру Р2, де до моменту заповнення комірок регістру Р1 буде записана 
остача R(x). Потім ключі Кл1  та Кл2 замикаються і кодограма через сума-
тор С0 починає надходити на вихід пристрою. Одночасно в регістрі Р2 від-
бувається рециркуляція остачі R(x) і в момент формування коректора 
S0(x), на який настроєний селектор, на суматор С0 подається символ 1, і 
помилка виправляється. Табл. 2.9 ілюструє роботу схеми при X = 1101001, 
Z = 1101101 та настроюванні селектора на S0 = 100. Остача R ( x )  =  001 
через 5 тактів циркуляції (вектор помилки 0000100) створює комбінацію 
S0. 
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Рисунок 2.27 – Декодуючий пристрій циклічного (7, 4)-коду з діленням  

на поліном g(x) = 1011 
 
Найбільші ускладнення викликає побудова селектора, складність 

якого залежить від характеру і числа помилок, що виправляються. 
 
Таблиця 2.9 – Ілюстрація роботи схеми згідно з рис. 2.27 
 

Регістр Р1  Регістр  Р2 
K1 K2 K3 K4 K5 K6 K7 K1 K2 K3 
1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 
1 1 0 0 0 0 0 1 1 0 
0 1 1 0 0 0 0 0 1 1 
1 0 1 1 0 0 0 0 1 1 
1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 
0 1 1 0 1 1 0 1 1 1 
1 0 1 1 0 1 1 0 0 1 

 
Метод декодування Вагнера. Для всіх розглянутих методів декоду-

вання виправлення помилок кратності 0ttk ≤  є подією достовірною. На 
відміну від цього при методі Вагнера помилка виправляються з деякою 
ймовірністю, залежною від рівня завад в каналі зв'язку. Принцип методу 
Вагнера полягає в наступному. Двійкова послідовність з виходу схеми 
першого ступеня декодування перевіряється на парність. Якщо перевірки 
задовольняються,  то  кодограма  видається  отримувачу.  Якщо  ж виявле-
на r-кратна помилка, то значення символів, що мають найменшу апостері-
орну ймовірність, змінюються на протилежні. Таким чином, перевірки на 
парність тут слугують тільки для визначення числа спотворених символів, 
а не для визначення їх номерів. Такий метод дозволяє з високою ймовірні-

стю виправляти помилки кратності 
2
0dtk ≤  за достатньо малої надлишко-

вості. Проте технічно реалізувати декодувальний пристрій складно і, крім 
того, ймовірність правильного рішення залежить від інтенсивності завад. 
Тому метод Вагнера доцільно використовувати в каналах з низьким рівнем 
шумів, коли основне значення має швидкість передавання інформації. 

К7К6К5К4К3К2 К1 

+ 

Селектор 

Кл1 

Кл2 

Р2 

+К1 К3К2

+ X 

С0 

Р1 
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Мажоритарне декодування при посимвольному прийомі. Мажори-
тарний принцип декодування, заснований на ухваленні рішення за більшіс-
тю однойменних результатів, являє собою неоптимальний алгебраїчний ме-
тод оброблення сигналів і забезпечує суттєве спрощення схемних рішень. 

До числа позитивних якостей мажоритарного декодування належать: 
– простота схеми приймального кодоперетворювача; 
– можливість порівняно простого переходу від виправлення помилок 

до стирання недостовірних символів; 
– здатність виявляти збої і відмови елементів апаратури за рахунок 

уведення схемної надлишковості кодоперетворювачів. 
Разом з тим усі відомі коди, що допускають мажоритарне декоду-

вання, не є асимптотично оптимальними, проте при 500...100≈n  багато з 
них близькі до оптимальних. 

Розділені перевірки. Нехай X = хп -1,...,х1,х0 – кодограма (п,т)-
коду. Перевірочні символи виражаються через інформаційні за допомо-
гою лінійно-незалежних співвідношень вигляду: 

⊕⊕⊕ −− 11,11,, ... xhxhxh inninni ,    (2.27) 
де i = 1,2,..., k. Коефіцієнти, 1,0, =jih  утворюють стовпці перевірочної мат-
риці: 

knnn

k

kn

hhh

hhh
H

...
............

...

21

12111

, = , 

що являють собою рівняння перевірок (2.27). 
Лінійні комбінації стовпчиків матриці Н п , к  знов утворюють переві-

рочні співвідношення. Виконавши µ лінійних операцій над стовпчиками 
матриці, побудуємо нову матрицю: 

µ

µ

ααα

ααα
=θ

nnn

v

...
............

...

21

12111

1, , 

що має дві властивості: 
– v-й рядок містить тільки одиничні символи; 
– будь-який інший рядок містить не більше одного одиничного сим-

волу.  
Матриця 1,vθ  визначає µ рівнянь перевірок для символу xv . Додавши 

рівняння тривіальної перевірки, отримаємо систему µ + 1 рівнянь пере-вірок. 
Згідно з властивостями матриці 1,vθ , будь-який кодовий символ вхо-

дить не більше ніж в одне рівняння перевірки. Така сукупність перевірок 
називається системою розділених (ортогональних) перевірок (СРП) щодо 
символу xv. 
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Принцип мажоритарного декодування полягає в наступному. Якщо 
підставити прийняті символи в рівняння перевірок (2.27) для xv, то за від-
сутності спотворень всі µ + 1 рівнянь дадуть однакове правильне значення 
xv. Одинична помилка спотворить тільки одне перевірочне співвідношен-
ня: r-кратна помилка спричинить спотворення r рівнянь. Рішення про зна-
чення символу xv будемо приймати за більшістю однойменних результатів 
перевірок, що фіксуються мажоруючим елементом схеми приймального 
кодоперетворювача. Отже, символ xv буде декодований правильно, якщо 

число помилок 
2
µ

≤r . При 
2

1+µ
=r  символ буде декодований правильно, 

якщо в одному рівнянні перевірки виявилося не менше двох спотворених 
символів або буде виявлена (але не виправлена) помилка. 

Для блокових (n, m)-кодів необхідно побудувати µ (m або n ) систем 
СРП і відповідних їм схем. Якщо кожна з СРП містить не менш µ + 1 розді-
лених перевірок, то кодова відстань d p ; що реалізовується для виправлення 
помилок, повністю відповідає дійсній відстані d0, тобто 

10 +µ== dd p . 
Проте за великих значень т  або п декодувальний пристрій виходить 

громіздким. Підкреслимо, що при мажоритарному декодуванні основне 
значення має кодова відстань, що реалізовується d p .  

Приймальний кодоперетворювач суттєво спрощується для циклічних 
і згорткових кодів, для яких властивість циклічності кодограм розповсю-
джується на СРП. Це означає, що якщо відома система нетривіальних пе-
ревірок для символу xv , то для побудови системи нетривіальних перевірок 
для символу xv+l  досить здійснити одночасно циклічний зсув на один такт 
усіх стовпців матриці 1vθ , що відповідає збільшенню індексів всіх симво-
лів на одиницю. 

Мажоритарний декодуючий пристрій для циклічних кодів реалізу-
ється таким чином. Кодограма, що приймається, записується в регістр зсу-
ву, що містить п комірок. Певні регістри комірки пов'язуються між собою 
за допомогою суматорів за mod 2, утворюючи µ + 1 схем рівнянь перевірок 
для символу xv. Виходи цих схем подаються на мажоруючий елемент 
(ME), що видає значення xv. При циклічних зсувах символів, записаних в 
регістрі, на виході ME послідовно будуть формуватися символи xv+1, xv+2 

... 
Приклад 15. Побудуємо мажоритарний приймальний кодоперетво-

рювач циклічного (7, 3)-коду, заданого поліномом g(x) = 10111, що вико-
ристовує розділені перевірки. Перевірочна матриця H74 і матриці 1vθ  для 
символів х1, х2, х3 будуть: 
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1000
0100
1010
1101
0110
0011
0001

4,7 =H ; 

010
100
100
001
010
001
111

1,1 =θ ; 

100
100
001
010
001
111
010

1,2 =θ ; 

100
001
010
001
111
010
100

1,3 =θ  

звідки рівняння СРП мають вигляд: 
;56;37;24;1;;; 65734211 =⊕⊕⊕= xxxxxxxx  
;67;41;35;2;;; 76145322 =⊕⊕⊕= xxxxxxxx  

.71;25;46;3;;; 17526433 =⊕⊕⊕= xxxxxxxx  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 2.28 – Мажоритарний  декодуючий пристрій  циклічного (7, 3)- коду  

з розділеними перевірками 
 
Оскільки число нетривіальних перевірок µ = 3, та кодова відстань     

d p  =  4 і, отже, код виправляє одиночні помилки. Схема кодоперетворювача 
зображена на рис. 2.28. При положенні «1» ключа Кл1  здійснюється циклі-
чний зсув записаних в регістрі символів. Оскільки декодування відбуваєть-
ся послідовно, то в положенні «2» ключа Кл1 в регістр можуть вводитися 
виправлені символи замість записаних в ньому спотворених символів. 

Розглянутий метод побудови матриць 1,vθ  для виправлення помилок 
легко розповсюдити на канали зі стиранням символів. Для цього досить не 
враховувати рівнянь перевірок, що містять стерті символи, і приймати рі-
шення за більшістю залишених перевірок. Тоді при r спотвореннях і t сти-
раннях помилка при реєстрації символу xv буде виправлена, якщо 

µ≤+ tr2 . 
Дійсно, t  стертих символів входять в tt ≤∗  рівнянь перевірок і після 

їх відкидання залишається 1211 +≥−+µ≥−+µ ∗ rtt  рівнянь перевірок. 
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Оскільки r  помилок порушують не більше r з залишених рівнянь перевірок, 
то символ x v  може бути виправлений. 

Зв'язні перевірки. Побудувати схему мажоритарного декодування, 
що реалізовує мінімальну кодову відстань d0 використовуючи СРП, можна 
не для будь-яких кодів, оскільки умови, накладені на матрицю 1,vθ , дуже 
жорсткі. Наприклад, не існує СРП для циклічного (7, 4)-коду, заданого по-
ліномом g(x) = 1011. В цьому випадку слід відмовитися від СРП, посла-
бивши другу вимогу до матриці 1,vθ . 

Нехай кожен символ, окрім xv, може, входити не більше ніж в зλ  рі-
внянь перевірок. Тоді одинична помилка спотворить не більше зλ  рівнянь 
перевірок, а r-кратна помилка – не більше r зλ  рівнянь. Параметр зλ  нази-
вається коефіцієнтом зв'язності перевірок, а відповідні системи перевірок 
– системами зλ -зв'язних перевірок (СЗП). 

При зλ -зв'язних перевірках матриця λθ ,v  містить в v-му рядку тільки 
одиничні елементи, а в решті рядків – не більше зλ  одиничних елементів. 
Очевидно, що СЗП є узагальненням СРП, для якої зλ  = 1. 

Для реалізації кодової відстані d p  = d0 досить мати не більше 
1)2( +−λ=µ pdзмакс  

нетривіальних рівнянь перевірок. Мінімальна кодова відстань, що реалізо-
вується, при зв'язних перевірках: 

21
+⎥

⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
λ
−µ

≥
c

pd мін , 

де ⎣ ⎦  означає найближче менше ціле число. Якщо за числом помилок, що 
виправляються r < d p –1, окрім символу xv існують r символів, спотворен-
ня яких викликає порушення r зλ  рівнянь перевірок, то говоритимемо про 
систему зλ -зв'язних перевірок першого типу (СЗП1); інакше будемо мати 
систему зλ -зв'язних перевірок другого типу (СЗП2). Для СЗП2 число по-
рушених рівнянь перевірок не більше, ніж для СЗП1 за однакових значень r 
і зλ ; при зλ  = 1 СЗП2 не існує. Тому умова для максµ , залишаючись доста-
тньою, не є необхідною. Дійсно, якщо r-кратна помилка порушує менш 
r зλ  рівнянь перевірок, то при d p = 2r+1 для виправлення rr ≤1  помилок 
потрібно мати ( ) 12 +−λ<µ pdз  рівнянь перевірок. 

Приклад 16. Побудуємо мажоритарний декодуючий пристрій циклі-
чного (7, 4)-коду, заданого поліномом g(x) = 1011, з використанням сис-
теми двозв'язних перевірок. Матриці 3,7H  і 2,1θ  мають вигляд: 
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100
110
111
011
101
010
001

3,7 =H ;       

1100
0110
1001
0101
0011
1010
1111

2,1 =θ  

звідки система нетривіальних перевірок для символу х1 при зλ  = 2 буде:  
 

=⊕⊕⊕⊕⊕⊕⊕⊕= 7527645436321 ;;; xxxxxxxxxxxxx  
257;467;345;236= . 

(2.27а) 

У даному випадку µ = 4 і на підставі умови для мін0d  відстань, що 
реалізовується d p  =  d 0  = 3 .  Проте згідно з формулою для максµ  досить 
взяти µ = 3 і, отже, одну нетривіальну перевірку можна відкинути, замі-
нивши її тривіальною перевіркою 11 xx = . Так, у схемі кодоперетворювача, 
зображеній на рис. 2.29,  опущена перевірка 7641 xxxx ⊕⊕= . 

Рівняння перевірок (2.27а) лінійно-залежні (сума їх тотожно дорів-
нює нулю). Тому будь-які три перевірки містять інформацію про четверту 
перевірку, і відкидання однієї нетривіальної перевірки не знижує в даному 
випадку коректуючої здатності коду, спрощуючи одночасно схему кодопе-
ретворювача. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 2.29 – Мажоритарний  декодуючий пристрій циклічного (7, 4)-коду  

з двозв'язними перевірками 
 
Проте не завжди можна відкидати перевірки, які є лінійною комбіна-

цією інших перевірок. У ряді випадків сигнали на вході ME повинні зали-
шатися залежними, інакше надлишковість коду використовуватиметься не 
повністю. 

К7К6К5К4К3К2 К1 

+

Кл1 

2 

Z1 

+
+

1 

МЕ 

Z2 Z7 

+

+
+



 186 

Приклад 17. Для циклічного (15,10)-коду з перевірочним поліномом  
h(х) = 10100110111 можна побудувати нетривіальні тризв'язні перевірки 
для символу х1: х1 = 2, 3, 5, 6, 9, 11; 2, 4, 5, 8, 10, 12; 2, 5, 7, 12, 13, 14; 3, 4, 
7, 9, 14, 15; 3, 8, 9, 10, 12, 13; 4, 6, 11, 12, 13, 15; 6, 7, 8, 10, 11, 14. Спотво-
рення двох будь-яких символів порушить 4 рівняння перевірок. Тому дво-
кратне використання тривіальної перевірки х1 = х1 дозволяє виправляти всі 
одиничні і виявляти всі подвійні помилки. Оскільки k = 5, то частина не-
тривіальних рівнянь перевірок лінійно-залежна (наприклад µ 3 = µ 2 + µ 4 +  
+ µ 5; µ 6 =  µ 1 +  µ 2  +  µ 5;  µ7 = µ 1 + µ 2 + µ 4). 

Проте вилучення будь-якої залежної перевірки знизить коректуючу 
здатність коду, оскільки при цьому не виявлятимуться всі подвійні помилки. 

Квазірозділені перевірки. Більш широкими можливостями для по-
будови мажоритарних декодуючх пристроїв, що реалізовують квазірозді-
лені перевірки (КРП). Вони являють собою рівняння відносно лінійної 
комбінації (суми за mod 2 ) v будь-яких символів. Для цього v рядків у ма-
триці 1,vθ , що відповідають номерам цих символів, повинні складатися з 
одних одиничних елементів, а решта рядків повинна містити не більше од-
ного одиничного елемента. Для КРП також зберігається властивість циклі-
чності щодо всіх символів, що входять у визначувану лінійну комбінацію. 

Приклад 18. Для циклічного (15, 5)-коду, заданого поліномом g(x) = 
= 10100110111, перевірочна матриця (записана в транспонованій формі) 
має вигляд: 
                              
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Підсумовуючи рядки матриці TH15,10 з номерами 1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 10; 

1, 2, 3;  1, 2, 3, 4; 1, 2, 4, 5, 6; 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8; 1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, отримаємо мат-
рицю T

v,2
θ  для суми символів 21 xx ⊕ : 

 

 
 
 
 
 

1 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0  
0 1 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0  
0 0 1 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0  
0 0 0 1 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0  
0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0  
0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 0 0 0 0  
0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 0 0 0  
0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 0 0  
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 0  
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1  

=TH15,10  

1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1  
1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0  
1 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0  
1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0  
1 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0  
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0  

=θT
2,1   
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Будь-яка помилка кратності 3≤r  порушить не більше трьох рівнянь 
і з урахуванням тривіальної перевірки 2121 xxxx ⊕=⊕  сума цих символів 
буде визначена правильно. Циклічний зсув утворює системи КРП для сум 
символів 4332 , xxxx ⊕⊕  і т.д., що дозволяє визначити значення 

232121 , axxaxx =⊕=⊕  і т.д. 
Схема мажоритарного декодування при КРП складніша, ніж при 

СРП, причому складність її зростає зі збільшенням числа символів ν у пев-
ній лінійній комбінації. Проте використання суматорів за mod 2 з числом 
входів більше двох суттєво спрощує схему. 

Квазізв'язні перевірки. Найбільш загальним видом перевірок є ква-
зізв'язані перевірки (КЗП), за яких матриця λθ ,v в v рядках містить тільки 
одиничні елементи, а в решті рядків – не більше зλ  одиничних векторів. 
Надалі для указання системи перевірок будемо використовувати позначен-
ня ( )λ,vS , де ( )1,1S  відповідає СРП, ( )λ,1S  – СЗП, ( )1,vS  – КРП і ( )λ,vS  – 
КЗП. 

Метод ортогоналізації перевірок у k-кроків. Розглянемо найбільш 
універсальний метод побудови схеми мажоритарного декодування, що ре-
алізує величину d0, називаний методом ортогоналізації перевірок у k-
кроків. 

Поставимо задачу синтезувати мажоритарний декодуючий пристрій, 
що реалізує кодову відстань d p  = d0. Нехай задана перевірочна матриця 
Н n k .  Якщо не можна скласти систему перевірок ( )λ,1S , то слід побудува-
ти систему ( )λ,vS , що реалізує відстань d0 . Для цього за допомогою ма-
жоритарних схем заздалегідь необхідно знайти значення сум типу 

ζ=⊕ axx ji  (приклад 18). Ці співвідношення можна розглядати як додат-
кові перевірки, подавши їх матрицею такого вигляду: 

............

........................

...0001100

...0000110

...0000011

...0000001

4321 aaaa

H =д  

Приєднавши Нд до Н n k  отримаємо матрицю knH ′  з великим значен-
ням µ  і знову спробуємо побудувати систему ( )λ,1S . Якщо на даному ета-
пі задача не розв'язується, знаходимо нову систему ( )λ,vS , яка реалізує 
відстань  d0, переходимо до матриці knH ′′  і т.п. Якщо після К  кроків отри-

маємо матрицю K
knH , яка дозволяє побудувати систему перевірок ( )λ,1S , 

то процес ортогоналізації перевірок закінчений. Якщо ж за допомогою ма-
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триці ζ
knH  не можна побудувати ні систему ( )λ,1S , ні систему ( )λ,vS , то за 

К кроків неможливо синтезувати мажоритарний декодуючий пристрій, що 
реалізує відстань d0. Зазначимо, що ортогоналізації в К=1 кроків відпові-
дає побудова системи ( )λ,1S  безпосередньо із матриці Н п k . Найбільш про-
стий пристрій отримуємо при системі перевірок ( )λ,1S ; складність при-
ймального кодоперетворювача швидко зростає зі збільшенням v. 

Приклад 19. Для циклічного (15, 5)-коду, заданого поліномом g(x) = 
= 10100110111, матриця: 

1514321 ..............................
110000000000000
011000000000000
001100000000000
000110000000000
000011000000000
000001100000000
000000110000000
000000011000000
000000001100000
000000000110000
000000000011000
000000000001100
000000000000110
000000000000011
000000000000001

aaaaa

H =д

 

Оскільки в загальному випадку 0,..., 21 ≠aa  16-й рядок матриці від-
повідає вільним числам перевірки. Приєднуючи матрицю Нд до матриці 
H15,10, отримаємо матрицю 10,15H ′ , в якої число рівнянь перевірок µ > 10. 
Система перевірок S (1, 1) або не існує для всіх символів, або вона існує для 
будь-якого символу, оскільки матриця 10,15H ′  містить усі циклічні зсуви     

S (1, 1). Підсумовуючи стовпці матриці 10,15H ′  з номерами 2, 6, 8, 9, 10, 12, 
13; 1, 2, 6, 8, 9, 10, 11, 13; 1, 5, 6, 8, 9, 10, 11, 12; 3, 5, 6, 8, 9, 10, 13 ; 1, 2, 3, 4, 
6, 8, 9, 10, 11;    2, 3, 4, 5, 7, 9, 10, 12 , отримаємо матрицю 1,1θ′  , що визна-
чає рівняння перевірок систем S (l, l) щодо символу x15: 

213110

392173163251515

;
;;;;;

axax
axaaxaaxaaxxx

⊕⊕
⊕⊕⊕⊕⊕⊕⊕=

 (2.27б)  
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Якщо відомі значення а1, a2, а3, то символ x15 можна знайти, викорис-
товуючи мажоритарний принцип. Проте для цього необхідні три додаткові 
мажоруючі елементи. Схема декодуючого пристрою показана на рис. 2.30. 
За циркуляції в регістрі зсуваються не тільки символи системи (2.27б), але і 
коефіцієнти ja ; при цьому на виході елемента МЕ4 матимемо послідов-
ність символів х14 х13,...,х1. Якщо число помилок 3≤r , то на виході еле-
ментів МЕ1-3 збоїв не буде і, отже, реалізується відстань d0 = 7. 

Верхня границя числа перевірок за мажоритарного декодування. 
Складність схем мажоритарного декодування, що визначається числом пе-
ревірок µ , багато в чому залежить від величини відстані d0. Проте точні 
співвідношення між d0 і µ поки що не знайдені. Тому становить інтерес 

гранична оцінка відношення 
0d
µ . Заздалегідь відзначимо одну властивість 

лінійних кодів: будь-яка лінійна комбінація стовпців перевірочної матриці 
Нnk (n,k ) -коду є комбінацією так званого дуального (n, k)-коду. Гранична 

оцінка 
0d
µ  ,одержана Ю.М. Штарьковим, має вигляд: 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦

⎥
⎢⎣

⎢ +
−

α−−
=

λ
µ

2
1

; д
д

з max
d

vd

vn ,    (2.28) 

де параметр 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <−
λ=α

;0

;5,01

х
d
vd

випадкаіншихв

танепарномупри
д

д
з  

dд – кодова відстань дуального коду. 
Якщо нехтувати значенням λ  < 1, то вираз (2.28) набуде вигляду: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≥
β+

−

<
−
−

=
λ
µ

;5.0
)1(
)(2
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d
v

d
vn

d
v
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   (2.28а) 

де 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−

−
=β непарному.при

парному;при

д
д

д

d
d

d
1
0

 

Приклад 20. Для циклічного (15, 4)-коду, заданого поліномом g ( x ) = 

= 11001, відстань дуального коду dд = 3. Якщо v = 1, то 
зλ
µ  = 7 і dp мін = 8. 
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Приклад 21. Якщо для (15, 4)-коду відстань dд = 4, то при v = 1 від-

ношення 
3

14
=

λ
µ

з
і залежно від 65 ≤≤λ мінз pd . Якщо v = 2, то при 1=λз  

⎩
⎨
⎧

>λ
=λ

=
λ
µ

.15
;15,6

з

з

з при
при

 

Оскільки µ – ціле, то при v = 2 відношення 6≤
λ
µ

з
та 7≤мінpd . 

Для того, щоб СЗП1 реалізовувала задане dp мін, необхідно виконання 
умови: 

221
≥+⎥

⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
λ
−µ

з
. 

У зв'язку з цим вкажемо на помилковість затвердження Дж. Мессі, 
що СРП ( зλ = 1) допускають ортогонізацію в К кроків для будь-якого цик-
лічного коду, реалізовуючи при цьому відстань d p  = dд . 

При зλ  = 1 не існує системи перевірок S(v, 1) а 2-го типу (СЗП2), а 
систему перевірок СЗП1 не можна побудувати для будь-якого коду (напри-
клад, для (23,11)-, (23,12)- (47,23)- (47,24)-, (31,10)-, (31,11)-кодів та ін.). 

При СРП величина 

1
1
−
−

≤µ
дd

n ,  

де знак нерівності відповідає непарним dд. Тому для кодів Хеммінга не 
можна побудувати СРП, що реалізує d p =3, оскільки 

12,12 −ζζ =−= дdn , 2<µ  і 31<+µ=мінpd . 
Декодування з декількома рівнями квантування.  За мажоритар-

ного декодування дискретних сигналів при декількох рівнях квантування 
практичний інтерес становлять два випадки: 

– сигнали на виході схеми першого ступеня декодування подані в 
аналоговій формі (число рівнів квантування нескінченне), що відповідає 
оптимальному режиму її роботи; 

– сигнали на виході схеми першого ступеня декодування дискретні 
(число рівнів квантування скінченне, але більше одиниці), що відповідає 
неоптимальному режиму її роботи. 

Оптимальний режим роботи схеми першого ступеня декодуван-
ня. Нехай прийнята деяка кодова комбінація, що утворює на виході демо-
дулятора послідовність Y = y(t)= y1,…,уn. де yj – неперервна випадкова 
величина. 

Згідно з критерієм максимуму правдоподібності, оптимальний при-
ймач повинен реалізовувати певний алгоритм. Шукатимемо найбільшу 
функцію правдоподібності )(YL

rX таким чином. Розіб'ємо всю множину 
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{ }X  дозволених кодограм на дві рівні за потужностями підмножини: { }0X ,  
яка містить всі комбінації, що починаються символом 0, і підмножину, що 
включає кодограми, що починаються символом 1. Визначимо максимальні 
значення функцій правдоподібності )(0 YL

rX  і )(1 YL
lX  для обох підмножин. 

Тоді, якщо відношення правдоподібності 

1
)(

)(

1

0
<=λ

max

max

YL

YL

l

r

X

X
L ,    (2.29) 

то повинне виноситися рішення про приймання кодограми 0
rX . 

Припустимо, що в каналі діють адитивні нормальні флуктуаційні за-
вади, а передання відбувається з активною паузою (х1 =+1, х2 = –1). Тоді 
густина розподілу ймовірності послідовності Y = y1, …, уn  буде 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

σ

−

σπ
=ω

∑
=

2
шш 2

)(
exp

)2(
1),...,( 1

2

1

n

j
ji

nn

xy
yy . 

Умовна густина ймовірності (функція правдоподібності) для будь-
якої кодограми 0

vX :  
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а для кодограми 1
lX , яка починається з одиниці: 
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Підставивши вирази (2.30) і (2.30а) в (2.29), після логарифмування 
отримаємо алгоритм прийому коду: 

∑∑
==

+−>+
n

j
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1
,11

2

0
,1 , 

де nlllrrnrrr xxxXxxxX ,...,,,1;,...,,,0 32
1

32
0 ==  – кодограми, що починаються з 

0 або 1, для яких сума: 
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∑
=

=
n

j
jvj XYS
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– максимальна. 
Нехай для кожного інформаційного символу (n, m)-коду можна скла-

сти систему з r розділених перевірок, кожна з яких містить тільки два сим-
воли:  

,;...;; 2132312221 rri xxxxxxx ⊕⊕⊕=   (2.31) 
де перший індекс членів у правій частині рівності (2.31) відповідає номеру 
перевірки, а другий – порядковому номеру символу в рівнянні перевірки. 

Очевидно, якщо символ xi = 0, то 
,;...;; 2132312221 rr xxxxxx ===  

якщо ж xi = 1, то 
.;...;; 2132312221 rr xxxxxx −=−=−=  

З урахуванням цього, переходячи в сумі для S до індексів, прийнятих 
в системі (2.31), для підмножини кодограм { }0X  отримаємо: 

121313231212221
0 )(...)()( rrr xyyxyyxyyS ⋅+++⋅++⋅+= . 

Очевидно, що величина S0 буде максимальною, якщо знаки символів 
x2l, x31, ..., xrl такі, що всі члени суми S позитивні, тобто знак кожного сим-
волу повинен бути однаковим зі знаком суми символів, що стоять в дужках 
перед цим символом. Оскільки в кодограмі незалежними є лише інформа-
ційні символи, то, суворо кажучи, така максимізація можлива лише за умо-
ви, що система перевірок (2.31) дозволяє взяти за символи      x2l, x31, ..., xrl 
у формулі для S0 інформаційні символи. Тоді 

||...|||| 2132312221
0
max rr yyyyyyS ++++++= . 

Аналогічно для кодограм підмножини { }1X  маємо: 

121313231212221
' )(...)()( rrr xyyxyyxyyS ⋅−++⋅−+⋅−= ; 

||...|||| 2132312221
'
max rr yyyyyyS −++−+−= . 

Зробивши відповідні підстановки, отримаємо: 
|)||(|...|)||(|2 2121222122211 rrrr yyyyyyyyy −−+++−−++ .     (2.32) 

Таким чином, декодуючий пристрій повинен працювати за наступ-
ним алгоритмом. Відповідно до мажоритарної системи перевірок для інфо-
рмаційного символу lx  знаходяться r  сум і r  різниць вигляду 

2121 , iiii yyyy −+ , після чого обчислюється сума, визначувана лівою части-
ною нерівності (2.32). Якщо ця сума буде позитивною, то приймається рі-
шення Х l  = 0 , а решті символів привласнюються значення, відповідні зна-
кам сум 21 ii yy + . Якщо ж сума виявиться від'ємною, то виноситься рішен-
ня х l  = 1, а решті символів привласнюються значення, відповідні знакам 
різниць 21 ii yy − . Отже, декодуванню піддаються відразу всі інформаційні 
символи. 
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Приклад 22. Розглянемо (3, 2)-код, для якого 123 xxx ⊕= . Рівняння 
перевірок для символу х1: 

32111 ; xxxxx ⊕== .  
Якщо х1 = 0, то х2 = х3 і S0 = 212221 )( xyy ⋅+ , де y2l = y2,  y22 = y3, 

x2 l = x2 (символ х3 брати не слід, оскільки він є лінійною комбінацією сим-
волів х1 і х2). Якщо х1=1, то х2=–х3 і S1= 232212221 )()( xyyxyy ⋅−=⋅− . 
Оскільки суми S містять єдиний незалежний символ х2 , то максимізація 
забезпечується, і алгоритм є оптимальним. 

Нехай при передачі кодограми X = 011 прийнята наступна послідов-
ність: у1 = –2; у2 = –0,8; у3 = –0,4, тобто відбулася помилка на першій пози-
ції. Відповідно до алгоритму декодування маємо: 

04,0||||2;4,0;2,1 323213232 >=−−+−=−−=+ yyyyyyyyy . 
Тому виносяться рішення х1 = 0; х2 = 1, і помилка буде виправлена. 
Приклад 23. У системі зв'язку використовується (7, 3)-код, для якого 

рівняння перевірок на парність мають вигляд: 
3272163215314 ;;; xxxxxxxxxxxxx ⊕=⊕=⊕⊕=⊕= . 

для символу х1 маємо систему перевірок: 
57624311 ;;; xxxxxxxx ⊕⊕⊕= . 

Тоді при х1 = 0 і х1 = 1 відповідно отримаємо: 
757262343

0 )()()( xyyxyyxyyS ⋅++⋅++⋅+= ; 

757262343 )()()(1 xyyxyyxyyS ⋅−+⋅−+⋅−=  
Тут символ х7 залежний, оскільки, якщо символи  х2  і  х3  вибрані, то  

х7 =  х 2  + х3. Іншими словами, довільний вибір символу х7 відповідно до 
знаку суми у7 +y5 (або різниці y 7 – y 5 )  недопустимий. Проте алгоритм пе-
редбачає саме такі дії, тому в даному випадку він не є оптимальним. Нас-
лідком цього може бути помилкове декодування прийнятої комбінації, тоді 
як за оптимального декодування цього не відбувається. 

Дійсно, нехай, наприклад, при передаванні кодограми X = 0000000 
відбулися дві помилки на першій і сьомій позиціях і прийнята послідов-
ність має вигляд:    

y1 = –0,05; у2 = 0,3; у3 = 0,3; у4 = 0,1; у5 = 0,2 ; у6 = 0,1; y7 = –0,3. 
Відповідно до оптимального алгоритму для всіх восьми комбінацій 

повинні бути обчислені суми: 

∑
=

=
n

j
jiji xyS

1
. 

У   результаті    розрахунку    отримаємо:    Х 1  = 0000000,  S1 = 0,65;  
Х 2  = 0011101, S2 = 0,05; Х3 = 0100111, S3 = 0,05; Х4 = 0111010, S4 = –0,95;   
Х5 =1001110, S5 = –0,05; Х6 =1010011, S6 = 0,55; Х7 = 1101001, S7 = 0,55;   
Х8 = 1110100, S8 = –0,85. Прийнята комбінація ототожнюється з кодо-
грамою, оскільки сума S1  найбільша, і помилки будуть виправлені. 
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При декодуванні по алгоритму (2.32) маємо: 

01,0||
||||||||||2||

||||||||||2

57

576262434314241

424132313231222122211

<−=−−
−++−−++−−++=−−

−++−−++−−++

yy
yyyyyyyyyyyyy

yyyyyyyyyyy
 

Відповідно до цього повинні бути винесені такі рішення: х1 = 1; 
х2  = 0; х3 = 0, тобто декодування відбувається з помилкою. Це є наслідком 
вибору символу х7=1 (згідно з знаком у7 + у5 або різниці у7 – у5), тоді як 
при виборі х2 = 0 і х3 = 0 повинно бути х7  = 0. 

Таким чином, при оптимальній схемі першого ступеня декодування 
мажоритарне декодування за алгоритмом (2.32) має, принаймні, два недоліки: 

– можливе декодування кодів, що мають в кожному рівнянні переві-
рки не більше двох символів; 

– якщо число розділених перевірок перевищує число інформаційних 
символів, то алгоритм декодування неоптимальний, що спричиняє за со-
бою зниження завадостійкості, причому тим більше, чим сильніше це пе-
ревищення. 

Можна дещо змінити описану процедуру декодування, відмовив-
шись від паралельного визначення всіх інформаційних символів. У цьому 
випадку обчислення суми (2.32) слугує лише для визначення інформацій-
ного символу х1. Потім з використанням системи перевірок для інформа-
ційного символу х2  обчислюється сума, аналогічна (2.32), і за нею визнача-
ється символ х2. Цей процес повторюється послідовно стільки разів, скіль-
ки інформаційних символів міститься у кодограмі. 

 
2.1.10. Ефективність декодування при квантуванні інформаційного  

параметра на виході каналу 

За коди з використанням зони стирання (канал зі стиранням) вважа-
тимемо такий спосіб передавання інформації, за якого на приймальній сто-
роні наряду із зонами, що відповідають прийому сигнальних ознак, які ви-
значаються основою коду, вводиться додатково деяка зона невизначеності 
(рис. 2.31) Цю зону називатимемо зоною стирання і позначимо додатковим 
символом Х. На рис. 2.31 зону сти-
рання з символом Х наведено стосо-
вно до двійкового коду і є проміж-
ним значенням амплітуди сигналу 
між значеннями амплітуди сигналу 
символів 1 і 0. При потраплянні си-
гналу і завади в зону стирання ви-
рішальна схема на прийомній сто-
роні фіксує додатковий символ сти-
рання Х.  

 

1 

X 
Зона стирання 

"X" 
0 

Рисунок 2.31 – Зона стирання Х   
у двійковому коді
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З викладеного вище виходить, що введення зони стирання фактично 
призводить до змінювання основи коду за рахунок збільшення кількості 
використаних значень амплітудних сигнальних ознак з двох значень до 
трьох. Замінювання нульової сигнальної ознаки у двійковому коді на всі 
з’єднання другою струмовою сигнальною ознакою призводить до зміню-
вання кількості кодових переходів з 1=d  до 2=d . 

Таким чином, змінювання основи коду за незмінної кількості кодо-
вих комбінацій супроводжується підвищенням надлишковості коду. Звідси 
виходить, що введення зони стирання за незмінної кількості кодових ком-
бінацій також буде супроводжуватися підвищенням надлишковості коду, 
що може бути використане або тільки для виявлення помилок стирань, або 
в кодах, що мають інші види надлишковості для виявлення та виправлення 
помилок стирання. 

Здатність коду виявляти помилки або виявляти та виправляти помил-
ки при використанні зони стирання залежить від надлишковості початково-
го коду, що застосовується. Задля того, щоб код міг виявляти та виправляти 
впt  помилок і виправляти вt  помилок стирання, достатньо виконати умову: 

12 ++= ввпмін ttd .       
Процес декодування прийнятого повідомлення за наявності помилок 

стирань та інших помилок є дуже складним завданням, а за кількості по-
милок 2>впt  практично складно реалізується через збільшення обсягу об-
ладнання. 

Необхідно на закінчення відзначити, що використання зони стирання 
можливе лише за рахунок зменшення областей прийому сигнальних ознак, 
що призводить до перерозподілу ймовірностей проходження, захисної від-
мови і трансформації. Як правило, застосування зони стирання дає можли-
вість зменшити ймовірність трансформації і відповідно збільшити ймовір-
ність захисної відмови, що є дуже суттєвим для систем передавання циф-
рової інформації. 

Структура оптимального приймача. Розглянемо структуру прийма-
льного пристрою, що забезпечує оптимальне оброблення двійкових сигна-
лів з довільним числом рівнів квантування (рис. 2.32). Як бачимо з рисун-
ку, між вирішальною схемою ВС1, що містить демодулятор сигналів, і схе-
мою ВС2 включено квантизатор КВ, що дозволяє квантувати рівень вихід-
них сигналів демодулятора. Таким чином, квантизатор перетворює вихід-
ний алфавіт демодулятора { }y  в новий алфавіт символів { }z . Імовірнісні 
зв’язки між символами цих алфавітів описуються перехідними ймовірнос-
тями { }lkp , , що характеризують ймовірність переходу символу Yyk∈  в 
символ Zzl∈ . Ці ймовірності можна подати в матричній формі (рис. 2.33, 
а) або графічно (рис. 2.33, б). 

 
 
 

Рисунок 2.32 – Приймач з довільним числом рівнів квантування сигналів 

ВС1 КВ ВС2 

{ }x  { }y  { }z  



 197 

У залежності від числа рівнів квантування S отримуємо різні способи 
приймання сигналів. Посимвольне приймання реалізується таким чином. 
Область вихідних значень сигналів демодулятора Y ділиться порогом 0U  
на дві зони – позитивну і від’ємну (рис. 2.34, а). При цьому фіксується ли-
ше факт перебування символу кодограми у відповідній зоні, тобто врахо-
вується лише його знак. Це рівнозначно тому, що вихідний сигнал демоду-
лятора квантується за амплітудою з одним рівнем квантування. Відмова 
від використання інформації про рівні сигналів у межах зони квантування 
понижує завадостійкість приймання. 

Очевидно, що першим кроком на шляху підвищення завадостійкості 
приймання може бути введення ще двох порогів, рівних за величиною і 
протилежних за знаком (рис. 2.34, б). Ці пороги разом з нульовим розділя-
ють всю ділянку значень вихідних сигналів демодулятора на чотири попа-
рно симетричні зони, що рівнозначно квантуванню сигналів на два рівні. У 
цьому випадку обсяг інформації про прийнятий сигнал збільшується за ра-
хунок використання відомостей про знаходження сигналу в тій чи іншій 
зоні, що підвищує завадостійкість зв’язку. 

Продовжуючи збільшувати число рівнів квантування, ми все більше 
будемо підвищувати завадостійкість зв’язку, наближаючись в межі до за-
вадостійкості оптимального прийому в цілому, що являє собою приймання 
з нескінченним числом рівнів квантування. 

Таким чином можна виділити клас способів прийому, які відрізняють-
ся між собою числом рівнів квантування сигналів з виходу демодулятора 
або, що те ж саме, точністю роботи схеми ВС1. Прийом в цілому і посим-
вольний прийом є граничними випадками для цього класу. 
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Рисунок 2.33 – Перехідні ймовірності квантизатора 
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Рисунок 2.34 – Робочі області сигналів за різних способів прийому 
 
Оптимальний алгоритм декодування. Алгоритм декодування при 

довільному числі рівнів квантування відрізняється тим, що якщо функції 
правдоподібності  kLп  і kLо  являють собою густину ймовірностей при 
правильному і помилковому прийомі і для будь-якого кінцевого числа рів-
нів квантування вони повинні бути замінені перехідними ймовірностями 

jq  і jp  попадання вихідного сигналу демодулятора в j-ту зону (j = 1, 2, …, 
S) відповідно при правильному і помилковому прийомі. Тоді оптимальний 
алгоритм декодування при довільному числі рівнів квантування S можна 
подати у вигляді 
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де 1±=ky  в залежності від знаку k-го символу кодограми; індекс jk  
означає, що підсумовування ведеться за тими позиціями кодограми, для 
яких рівень сигналу знаходився в j-й зоні квантування, причому 

∑
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Неважко бачити, що при S = 1 вираз (2.33) переходить в 
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Поділивши обидві частини нерівності (2.33) на 
1

1log
p
q , одержимо іншу 

форму оптимального алгоритму декодування: 

∑ ∑ ∑ ∑
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,, ,    (2.33а) 

де коефіцієнт 
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1log
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q
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q

j

j

j =γ . 

Згідно з алгоритмом (2.33а) схема ВС1 формує символи, амплітуда 
яких залежить від того, в якій зоні знаходився рівень сигналу на даній по-
зиції кодограми. Якщо сигнал попав в першу зону, то амплітуда символу 
на виході схеми ВС1 умовно дорівнює одиниці; для j-ї зони амплітуда сим-
волу дорівнює коефіцієнту jγ . Величина jγ  залежить від перевищення си-
гналу і способу прийому. Схема ВС2 підсумовує символи з урахуванням їх 
знаків у кодограмі νX , визначає найбільшу суму і виносить рішення про 
ототожнення прийнятої комбінації з тією з можливих кодограм rX , яка 
відповідає цій найбільшій сумі. 

Оптимальний алгоритм декодування за довільного числа рівнянь ква-
нтування може бути виражений також через кодову відстань між кодогра-
мами. Якщо кодограми νX  і Y співпадають за jk  позиціями, то сума 

∑ =ν
jk

jkk kyx , ; 

якщо ж на ( )j
yd ,ν  позиціях символи протилежні, то сума 
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k
jkk dkyx

j

,, 2 νν −=∑ , 

де ( )j
yd ,ν  – відстань між кодограмами νX  і Y за тими jk  позиціями, де сигнал 

знаходився в j-й зоні квантування. Після перетворень отримаємо  
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Отже, прийнята комбінація Y повинна ототожнюватися з тією із можливих 
кодограм rX , яка віддалена від прийнятої комбінації з урахуванням ваго-
вих коефіцієнтів jγ  для різних jk  позицій на мінімальну відстань. Якщо 

const=γ=γ j , тоді маємо правило yrd ,  < yld ,  для посимвольного прийому з 
виправленням помилок. 
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Ймовірність помилкового прийому неквантованих двійкових сигналів 
в гауссівському каналі визначається виразом 

( )пn020
VVnp −−< ,          (2.34) 

де n0V  – граничне значення швидкості передавання інформації в                 
дв. од/мірність (степінь вільності) сигналу, що визначає експоненційний 
характер спадання ймовірності помилки; параметр 

0

i
п n

VV =     
/смірність

/соддв ; 

0n  – швидкість передавання сигналів, виражена числом ступенів вільності 
сигналу за 1 с. 

При квантуванні вихідних сигналів демодулятора обсяг інформації на 
вході схеми ВС2 змінюється і формула (2.34) набуде вигляду 

( )пk020
VVnp −−< .     (2.34а) 

Різниця між значеннями nV0  і kV0  може слугувати мірою зменшення скла-
дності приймального пристрою при переході від приймання в цілому до 
приймання з кінцевим числом рівнянь квантування. 

Величина kp0  залежить від апріорних імовірностей передаваних сиг-
налів { }kp  і перехідних ймовірностей { }lkp ,  і визначається виразом: 

∑ ∑
= =

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

S

l

m

k
lkkk ppV

1 1
,20 log .    (2.34б) 

При прийомі в цілому число рівнів квантування ∞→S  і, отже, крок 
квантування 0→∆l  (див. рис. 2.34). При малому, але кінцевому l∆ , пере-
хідна ймовірність 

( )klllk yzpp ∆≈, . 
Тоді граничне значення швидкості передавання інформації при квантуван-
ні сигналів 

( )∑ ∑
= =

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∆−=

S

l

m

k
klklk yzppV

1

2

1
20 log .   (2.35) 

При 0→∆l  перша сума переходить в інтеграл, і для двійкових гауссо-
вих каналів з рівноймовірними сигналами величина nоV  (приймання в ці-
лому) складає 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+−=→ σ

−
2
ш

2
0

2
200 1log1

Q

nk eVV .   (2.35а) 

де параметр 

n
QQ c

2
2
0 =      (2.35б) 

характеризує енергію, що припадає на одну степінь вільності сигналу. 
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Розглянемо декілька одиничних випадків. 
Двійковий симетричний канал. ДСК відноситься до числа каналів з 

двома рівнями квантування, де перехідні ймовірності 
02112 ppp == ;   002211 1 pqpp −=== . 

Тоді гранична швидкість передавання інформації згідно з виразом (2.35) 

( )[ ]∑ ∑
= =

−+−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

2

1
002

22

1
,220 121log1log

l k
lkk ppppV . 

Ймовірність 0p  визначається перевищенням сигналу, способами маніпу-
ляції і оброблення сигналів, а також характером завмирань. 

Двійковий канал зі стиранням. Двійковий канал із стиранням являє 
собою по суті різновид ДСК. При прийомі зі стиранням символи, рівень 
яких лежить нижче порога 0U  у межах деякої зони 0∆ , названою зоною 
стирання (нульовою зоною), не враховуються при декодуванні у схемі ВС2 
(«стираються»). Розбиття ділянки значень вихідних сигналів демодулятора 
при прийманні зі стиранням показано на рис. 2.34, в, а діаграма перехідних 
ймовірностей – на рис. 2.35, де 

;02112 ppp ==    ;2313 cтppp ==    .1 02211 стpppp −−==  
При рівноймовірних сигналах величина 

( )[ ]∑ ∑
= =

−−++−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

3

1
002

23

1
,23 121log1log

l k
lkk ppppppV стст0 .   (2.36) 

Ймовірності 0p  і стp  залежать від тих самих факторів, що й в ДСК, і, 
крім того, від величин 0U  і 0∆ : 

 

( )
∫
∞

σ

+
−

σπ
=

0

2
ш

22
0

2

ш
0 2

1

U

Qx

dxep ;   
( )
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0
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ш
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2

ш2
1 U Qx

dxepст . 

Таким чином, величина ( )2
шσ= ,, 0

2
00 UQfV k . 

У свою чергу, поріг залежить від відношення 

2
ш

2
02

0 2σ
=µ

Q . 

Ця залежність показана на рис. 2.36.  
При слабких сигналах оптимальне значення 
порога 

2
0опт0 265,0 µ≈U . 

 
 
 
 
 

1 – р0 - рст 

1 – р0 - рст 

 рст 

 р0  рст 
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у1 

Z2 

Z1 

Z3 

Рисунок 2.35 – Діаграма пере-
хідних імовірностей каналу зі 

стиранням символів 
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Вирази (2.35), (2.35б) і (2.36) 
для двійкових сигналів ФТ пока-
зані на рис. 2.37, з чого бачимо, 
що програш у граничній швидко-
сті передавання інформації при 
прийомі з двома рівнями кванту-
вання  порівняно з прийомом у ці-
лому складає всього 1…1,5 дБ. Це 
свідчить про недоцільність засто-
сування квантування сигналів з 
великим числом рівнів і одночас-
но про ефективність прийому з 

двома рівнями квантування. 
Квантування сигналів з високою основою коду. При використанні 

кодів з високою основою ( )2>a  і квантуванні сигналів величина kV0  ви-
значається формулою (2.34б). На рис. 2.38 показані залежності для випадку 
рівноймовірних повідомлень при числі рівнів квантування mS =  і викорис-
танні сигналів ФТ при ненадлишковому кодуванні з ймовірністю спотво-
рення кодограм 

( ) 52
00 102

1
1Ф112 −=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ µ

−
−

−
=

mm
mp k . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Там же наведена крива для прийому в цілому ∞→S . Із графіків видно, що 
при 102

0 ≤µ  дБ основа коду мало впливає на величину kV0 ; програш у 
швидкості передавання інформації при прийомі двійкових сигналів з двома 
рівнями квантування порівняно з прийомом в цілому не перевищує 2 дБ. 

ш

0

σ
U

 
1 
 
0,8 
 
0,6 
0,4 

-12        - 4       0      4       12    2
0µ  дБ 

Рисунок 2.36 – Залежність ( )00 µ= fU  
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Рисунок 2.37 – Залежність 
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Рисунок 2.38 – Залежність 
( )SmfV k ;, 2

00 µ=  
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З покращенням якості каналу (зі зростанням параметра 2
0 kµ ) коди з висо-

кою основою при mS =  забезпечують більшу швидкість передавання інфо-
рмації, ніж двійкові коди. 

Виправляюча здатність групових кодів за довільного числа рівнів 
квантування. Розглянемо спочатку найпростіші випадки прийому двійко-
вих сигналів з одним рівнем квантування (посимвольний прийом). Будемо 
думати, що передається кодограма 0X , яка складається із символів –1. Це не 
порушує спільності міркувань через властивості симетричності групових 
кодів. З урахуванням того, що кодограма 0X  відрізняється від будь-якої ко-
дограми νX  в νd  позиціях, де νd  – вага кодограми νX , із формули 

∑∑
==

>
n

k
kkl

n

k
kkr yxyx

1
,

1
,  отримаємо умову правильного приймання сигналів 

0>−∑
νd

ky ;      (2.37) 

індекс νd  показує, що підсумовування для кожної із кодограм νX  відбува-
ється тільки за тими позиціями, де знаходяться одиниці. 

За відсутності помилок кожна сума дорівнює вазі νd  відповідної ко-
дограми. Якщо відбулась одна помилка, то частина сум не змінюється (для 
тих кодограм, у яких помилки відбулися на позиціях, зайнятих символами 

1− ), а частина сум, де помилки відбулися на позиціях, зайнятих символами 
+1, набудуть значення νd  – 2. При двох помилках будуть три значення 
сум, відповідно рівних: 

– νd  – для кодограм, де обидві помилки відбулися на позиціях, зайня-
тих символами –1; 

– νd – 2 – для кодограм, де одна з помилок відбулася на позиції, за-
йнятій символом +1, а друга – на позиції з символом –1; 

– νd – 4 – для кодограм, де обидві помилки відбулися на позиціях, за-
йнятих символами +1. 

Таким чином, при r-кратних помилках значення кожної суми визнача-
ється розподілом помилок усередині кодограми. Очевидно, що при цьому 
завжди справедливе відношення 

rdy
d

k 2−≥− ν∑
ν

,    (2.37а) 

причому знак рівності буде в самому несприятливому випадку, коли всі 
помилки відбулися на позиціях кодограми, зайнятих символами +1. Звідси 
виходить, що необхідною і достатньою умовою виправлення всіх можли-
вих з’єднань r-кратних помилок, незалежно від їх розподілу всередині ко-
дограми, є виконання нерівності 

020 >− rd ,     (2.37б) 
де 0d  – мінімальна відстань коду. 



 204 

Тому що 0d  і r – цілі числа, то із нерівності (2.37б) отримаємо умову, 
що пов’язує мінімальну кодову відстань і максимальну кратність виправ-
ляємих кодом помилок: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−
−

−
−

=
парним.за

2
1

,непарнимза
2

1

0
0

0
0

0
dd

dd

r    (2.37в) 

Вирази (2.37в) являють собою нижню оцінку виправляючої здатності 
коду. Якщо r помилок розподілені всередині кодограми таким чином, що у 
виразі (2.37а) має місце знак рівності, то можливе виправлення помилок 
кратності r > r0, але не у всіх з’єднаннях, а тільки в частині з’єднань, ви-
значуваних тонкою структурою коду. 

Важливо відзначити, що згідно з формулою (2.37в) виправляюча здат-
ність коду при посимвольному прийомі залежить тільки від його структури. 

При прийомі сигналів з довільним числом рівнів квантування із фор-
мули (2.33а) отримаємо умову правильного прийому кодограми 0X : 

0
1 ,

>γ−∑ ∑
= ν

S

j d
kj

j

y , 

де jd ,ν  – вага ν -ї кодограми за позиціями, що припадають на j-ту зону 
квантування. В цьому випадку також очевидне співвідношення 

( )∑∑ ∑
=

ν
=

−γ>γ−
ν

S

j
jjj

S

j d
kj rdy

j 1
,

1
2

,

. 

де jr  – число спотворень символів в j-й зоні квантування. 
Тоді умова, що характеризує нижню межу виправляючої здатності ко-

ду при прийомі з довільним числом рівнів квантування буде: 

( ) 02
1

, >−γ∑
=

ν

S

j
jjj rd .    (2.38) 

З чого виходить, що виправляюча здатність коду за інших рівних умов за-
лежить від розподілу символів за зонами квантування. Найгіршим буде 
випадок, коли в будь-якій одній зоні знаходиться більше, ніж 10 −d  симво-
лів, причому всі вони відповідають +1 деякої кодограми (як і раніше пе-
редбачаємо, що передавалась кодограма, яка складається із символів –1). 
Тоді нерівність (2.38) вироджується в нерівність (2.34б), а виправляюча 
здатність коду характеризується формулою (2.37в) і буде мінімальною. 

Принципова можливість збільшити виправляючу здатність коду при 
прийомі з довільним числом рівнів квантування 1>S  обумовлена наступ-
ним. Із формули для jγ  виходить, що при завадах, густина ймовірності 
яких спадає зі зростанням їх амплітуди, справедлива нерівність 1−γ>γ jj . 
Тоді, як витікає із нерівності (2.38), при розподілі символів і помилок за 
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зонами, коли, починаючи з деякої j-ї зони і вище різниця 02, >−ν jj rd , мо-
жна досягти виконання нерівності (2.38), тобто виправлення всіх помилок 
у нижніх зонах квантування. Це забезпечується вибором відповідних спів-
відношень коефіцієнтів 0γ .  

Визначимо максимально можливу виправляючу здатність коду й умо-
ви її досягнення. Розглянемо випадок, коли r символів, що відповідають 
одиночним позиціям, розподілені за двома зонами квантування, причому в 
нижній зоні всі вони спотворені, тобто ( ) ξ−ξ−ν = jj rd . Тоді із нерівності 
(2.38) отримаємо 

( ) 020 >γ−−−γ ξ−ξ−ξ− jjjjj rrrd . 
Отже, в нижній зоні квантування може бути виправлено 

( )j
jj

j
j rdr 20 −γ−γ

γ
<

ξ−
ξ−  

помилок. Найбільше число виправлених помилок буде за відсутності спо-
творень у верхній зоні квантування ( )0=jr . Тоді 
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ξ− , 

де параметр 
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ξ γ

γ
=α

j

j
j , . 

Зазначимо, що дріб у правій частині нерівності ξ−jr  зростає в міру збі-
льшення параметра ξα ,j , тобто з його зростанням виправляюча здатність 
коду збільшується. Крім того, оскільки 0d  і ξ−jr  – цілі числа, виходить, що 
в нижній зоні квантування будуть виправлятися всі помилки кратності 

ν−=ξ− 0drj , 
якщо задовольняється нерівність 

ν−>
−α

α

ξ

ξ
00

,

,

1
dd

j

j , 

яка після перетворень приводиться до вигляду 

ν
ν−

>α ξ
0

,
d

j . 

Останні вирази пов’язують максимальну виправляючу здатність коду 
з параметрами схеми прийому, відображуваними величиною ξα ,j . Чим бі-
льша ξα ,j , тим більша кратність помилок, що виправляються кодом в ниж-
ній зоні квантування, причому верхня границя 

100 −= dr  
і забезпечується при умові, що 

10, −>α ξ dj .     (2.38а) 
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Очевидно, що збільшення ξα ,j  на значення 10 −d , недоцільне, тому 
що виправляюча здатність коду при цьому не зростає. 

Таким чином, якщо параметри схеми прийому сигналів вибрані так, 
що відношення всіх сусідніх дискретних значень вихідної напруги підпо-
рядковуються умові (2.38а), а число символів у нижніх зонах квантування 
не більше 10 −d , то код здатний виправити всі з’єднання  помилок кратно-
сті 10 −=dr  незалежно від їх розподілу в нижніх зонах квантування. 

В окремих випадках у нижніх зонах квантування можуть бути випра-
влені помилки кратності більшої, ніж 10 −d . Для цього необхідно, щоб у 
верхній зоні квантування знаходився хоча б один правильно прийнятий 
символ, що відповідає позиції +1 ν -ї кодограми. Очевидно, що це можливо 
лише за деяких з’єднань розміщення символів між зонами, тобто помилки 
кратності більшої 10 −d , будуть виправлятися не в усіх з’єднаннях. Важ-
ливо відзначити, що виконання умови (2.38а) достатньо, щоб ці помилки 
були виправлені. Це виходить з того, що у формулі (2.34) підсумовування 
ведеться лише за позиціями, що відповідають +1; помилки на інших пози-
ціях впливу на суму не мають. 

Найбільший інтерес з точки зору простоти технічної реалізації стано-
вить прийом з двома рівнями квантування. В цьому випадку оптимальний 
алгоритм декодування має вигляд 

( ) ( ) ( ) ( )1
,

2
,

1
,

2
, ylylyryr dddd γ+γ<+γ , 

де коефіцієнт 

1

1

2

2

log

log

p
q
p
q

=γ , 

а умова правильного прийому буде  
( ) ( ) 022 12 12

>−+−γ νν rdrd .   (2.39) 
При оцінці нижньої границі виправляючої здатності коду слід брати 

012
ddd =+ νν . 

Тоді із нерівності (2.39) отримаємо рівняння зв’язку між мінімальною від-
станню коду 0d , кратністю повністю виправляємих помилок ( )21 rr +  в обох 
зонах квантування та числом символів у першій зоні 

1νd : 

0
1

2
122

1
ddrr <

γ
−γ

+
γ

+ ν . 

При ∞→γ  одержимо 
02 1

2 ddr <+ ν  
і тому що величини цілочисельні, то 

02 12
1

ddr =++ ν .    (2.40) 
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Нагадаємо, що величина 
1νd  є не що інше, як число символів, рівень 

яких лежить у першій зоні квантування, тобто нижче порога. Отже, вираз 
(2.40) установлює зв’язок між максимальною кратністю виправляємих ко-
дом помилок у другій зоні квантування і мінімальною відстанню коду за 
наявності 

1νd  символів з рівнем нижче порогового значення, причому бай-
дуже, правильно чи помилково прийняті ці символи. 

У випадку прийому зі стиранням, вираз (2.39) установлює зв’язок між 
мінімальною відстанню коду, числом стирань і максимальною кратністю 
виправляємих кодом не «стертих» помилок. 

 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 2.39 – Оптимальний приймач сигналів ЧТ з двома рівнями квантування 

Підкреслимо, що зв’язок, що установлюється формулою (2.40), зале-
жить тільки від мінімальної відстані коду і справедливий лише при ∞→γ  
або, що в даному випадку те ж саме, при 10 −>γ d . В загальному випадку 
справедлива умова (2.39), яка враховує параметри схеми прийому сигналів. 
Із цієї умови, зокрема, виходить, що не завжди байдуже, правильно чи по-
милково прийняті стерті символи. Інакше кажучи, формула (2.40) характе-
ризує, які помилки може виправляти код у відповідності зі своєю структу-
рою, а вираз (2.39) – які помилки код «має право» виправляти з урахуван-
ням параметрів схеми прийому сигналів. 

Таким чином, схема прийому сигналів чинить значний вплив на реа-
льну виправляючу здатність коду і, тим самим, на правильність зв’язку. 

Для ілюстрації розглянемо схему прийому двійкових сигналів за двох 
рівнів квантування, зображену на рис. 2.39, де Д – детектори, СВ – схема 
віднімання, ПП – порогів пристрій, ПФ – пристрій формування сигналів. 
Обмежимося випадком некогерентного сигналу ЧТ в каналі з релеївськими 
завмираннями й адитивними шумами. Густина ймовірності сигналів на ви-
ході схеми СВ при цьому визначається виразом 

( ) byyae
a
bayw +−−

=
2

22

,      

де параметри 

2
2шс

2
1шс

2
2шс

2
1ш с

4 σσ

σ+σ
=a ;  2

2шс
2

1шс

2
2шс

2
1шс

4 σσ

σ−σ
=b ; 

( )jj
2
ш

2
с

2
шс σ+σ=σ – сумарна середня потужність сигналу ( )cP=σ2

с  і шумів 

( )ш
2
ш P=σ  в j-му частотному каналі. 

Д1 

СВ ПП ПФ 

Д2 
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При передаванні позитивного символу 1x  ймовірність попадання на-
пруги y  в першу зону квантування за відсутності спотворень 

( )∫=
0

1
0

1

U

x dyywq , 

де умовна густина ймовірності вихідної напруги демодулятора за умови, 
що передавався символ 1x  

( ) ( )
( )
( )

( )
( )⎥⎥⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+σ
+

−
+σ+σ

= 2
0

2
0

2
0

2
0

2
0 14

2
14

exp
22
1

1
c

2
шc

c

c
2
шc

c

c
2
шc h

yh
h

yh
h

ywx ; 

0U  – порогова напруга; 2
0ch  – середнє статистичне перевищення сигналу. 

При спотворенні позитивного символу ймовірність позитивного сим-
волу ймовірність попадання його в першу зону 

( )∫
∞

−

=
0

11
U

x dyywp . 

Підставивши значення ( )ywx1
, після інтегрування отримаємо 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−= +

− 2
0

нп

1
01 1 ch

q

eqq ; ( )нп101
qepp −−= .   (2.41) 

де нормований поріг 

2
ш

2
0

нп 2σ
=

Uq , 

а ймовірності помилкового і правильного прийому символів за відсутності 
порога 

2
0

0 2
1

ch
p

+
= ;  2

0

2
0

0 2
1

c

c

h
hq

+
+

= . 

Ймовірності попадання сигналу в другу зону квантування при прави-
льному і помилковому прийомі відповідно будуть 

2
0

нп

1
0102

ch

q

eqqqq +
−

=−= ;  нп
0102

qepppp −=−= .  (2.42) 
Підставивши ці значення в формулу (2.33а), отримаємо 
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⎡
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c
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c

.   (2.43) 
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Криві залежності ( )нп2
0;qhf c=γ  показані на рис. 2.40. З рисунка вихо-

дить, що нерівність (2.38а) може бути забезпечена не при всіх значеннях 
2
0ch  і нпq , тобто далеко не для всіх кодів за різних умов у каналі зв’язку 

можна повністю використати їх виправляючу здатність. 
Важливо відзначити також, що коефіцієнт γ  залежить не від абсолют-

ного, а від нормованого значення порога, тобто на нього дуже впливає рі-
вень шумів. Це означає, що завадостійкість прийому буде визначатися не 
тільки перевищенням сигналу, але і потужністю шумів. 

У зв’язку з цим становить певний інтерес такі схеми прийому двійко-
вих сигналів, у яких ця залежність була б вилучена. Прикладом може слу-
гувати схема, де сигнали 1y  і 2y  з виходу детекторів не віднімаються, як у 
схемі рис. 2.39, а обчислюється деяка функція їх відношення 

 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

2

1

y
yfyfz . 

Однією із можливих функцій є логарифмічна: 
 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2

1log
y
yyf a ;  ( ) zayzf ==−1 .   (2.44) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 2.40 – Залежність ( )нп2
0;qhf c=γ  

 
При цьому схема прийому має вигляд рис. 2.39, але детектори повинні ма-
ти логарифмічні характеристики. Можна показати, що коефіцієнт визнача-
ється виразом 
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a

.   (2.45) 

У формулу (2.45) входить тільки абсолютна величина порога 0U , тому за-
вадостійкість прийому залежить лише від перевищення сигналу. 

На рис. 2.41 показані криві залежності ( )0Uaf=γ , побудовані за фор-
мулою (2.45) з урахуванням (2.44). Така схема прийому також не дозволяє 
забезпечити нерівність 10 −=γ d  за будь-яких умов у каналі зв’язку. 

Потенційна завадостійкість прийому в цілому. Оцінимо завадос-
тійкість прийому в цілому двійкових рівноймовірних кодограм ( )kn, -коду 
в каналі з постійними параметрами й адитивними білими шумами. При 
ФМ оптимальний алгоритм оброблення кодограм можна подати у вигляді 

∑∑
==

=>=
n

k
kll

n

k
krr aAaA

1
,

1
, ,     (2.46) 

де коефіцієнт 

( ) ( )
( )
∫
−

ννν ν
=η=

ck

kc

T

T
kkkkk dttxtyxa

1

,2
ш

,,
2 ,   (2.47) 

( )tyk  – реалізація вхідної напруги приймача в інтервалі часу ( )( )ckkc TT −−1 , 
який відповідає k-му символу кодограми; ( )tx k,ν  – напруга, що відповідає 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Рисунок 2.41 – Залежність ( )0Uaf=γ  
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значенню k-ї позиції ν -ї кодограми. Тому що повідомлення рівноймовірні, 
то ймовірність правильного прийому визначається ймовірністю спільного 
виконання 1−M  нерівностей (2.46) за умови передавання кодограми rX . 
Ця ймовірність залежить від математичного очікування, дисперсії та кое-
фіцієнта кореляції між величинами rA  і lA . 

Визначимо ці параметри. Будь-яка пара кодограм rX  і lX  має lrdn ,−  
позицій, що збігаються ( ) ( )txtx klkr ,, =  та lrd ,  позицій, що не збігаються, 

( ) ( )[ ]txtx klkr ,, −= , де lrd ,  – кодова відстань між rX  і lX . Тому на позиці-
ях, що збігаються, значення klkr aa ,, = , а на позиціях, що не збігаються, 

klkr aa ,, −= . Випадкові величини розподілені за нормальним законом з па-
раметрами 

2
2
ш

2

,
2 22

, chQa c
ka k

=
ν

=σ νν
 ( )lr,=ν ,   (2.48) 

де 2
cQ  – енергія елементарного надсилання тривалістю cT . Внаслідок неза-

лежності kla ,  випадкова величина lA  також розподілена за нормальним за-
коном з параметрами 

0201 AAAr += ; 0201 AAAl −= .   (2.49) 
Через те, що випадкові величини νA  розрізняються між собою тільки 

знаками складових ka ,ν  на відповідних позиціях, то rA  і lA  можна подати 
у вигляді двох величин, кожна з яких є сумою двох незалежних складових. 

22 2 cnh
lA =σ ; ( ) ( ) 2

,
2

, 222 cc hdnhdnA lrlrl −−−= , 
де 01A  – центрована випадкова величина, що являє собою суму величин 

ka ,ν , відповідних позиціям кодограм rX  і lX , що збігаються, і має диспер-
сію 

( ) 2
,

2 2
01 chdn lrA −=σ ; 

02A  – центрована випадкова величина, що являє собою суму величин ka ,ν , 
відповідних позиціям кодограм rX  і lX , що не збігаються, з дисперсією 

2
,

2 2
02 clrA hd=σ . 

Тоді коефіцієнт кореляції між будь-якою парою величин rA  і lA  

( )
n
dAAAA lr

AA

lr
lrlr

lr

,
,

2
1, −=

σσ
=ρ=ρ .   (2.50) 

Завадостійкість ( )kn, -кодів з різною надлишковістю будемо визначати 
за однакової величини iv . Це означає, що тривалість кодограм kT  залиша-
ється незмінною за будь-якої надлишковості коду. Тому при збільшенні 
числа перевірочних символів необхідно зменшити тривалість елементар-
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них посилок cT . Звідси виходить, що на сигнал не накладається обмежень 
по смузі займаних ним частот. Енергія кодограми 

const22 === ckck nQTPQ  
і параметри 

22 2 cnhArAr
==σ ;    22 2 cnh

lA =σ ;    2
,

2 2 chnA lrl ρ= . 
Таким чином, завадостійкість двійкових кодів з надлишковістю при 

заданому перевищенні сигналу 

n
Qh k

2
2 =c  

залежить тільки від коефіцієнта кореляції lr ,ρ . Цей коефіцієнт, як відомо, 
чисельно дорівнює косинусу кута між векторами кодограм. Через те, що 

const2 =kQ , то правильність зв’язку визначається лише взаємним розмі-
щенням векторів кодограм у просторі сигналів, а введення надлишковості 
переслідує мету оптимального їхнього розміщення для забезпечення мак-
симальної завадостійкості. 

Очевидно, що максимальну завадостійкість має система рівновіддале-
них сигналів, для яких коефіцієнт const, =ρ=ρ lr . Для групових ( )kn, -кодів 
з основою m  справедливе співвідношення 

1

1
21 −

=
=∑ k

m

j
jd

n
, 

або при рівності всіх відстаней між кодограмами 

( )121
2 1

0

−
=

−
=

−

m
m

mn
d k

.    (2.51) 

З урахуванням формул (2.50) і (2.51) коефіцієнт кореляції 

1
1
−

−=ρ
m

.     (2.51а) 

Вирази (2.51) і (2.51а) являють собою відомі співвідношення для сим-
плексних сигналів – найкращої системи рівновіддалених сигналів, яка хара-
ктеризується найбільшою відстанню між ними. Тому групові двійкові коди 
з ФМ є найкращими із усіх можливих у каналі з постійними параметрами і 
забезпечують  максимальну  завадостійкість, яку можна розглядати як по-
тенційну. 

Відзначимо, що згідно з виразом (2.51а) кути між векторами сигналів 
лежать у межах від π  до 2

π , тобто при ∞→m  система прямує до ортого-

нальної. Інакше кажучи, із двох рівновіддалених систем сигналів, симпле-
ксна система завжди краще ортогональної і лише за досить великого т ця 
відмінність згладжується. 
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Із співвідношення (2.51) виходить, що при різному числі інформацій-
них символів m  можна одержати різні симплексні коди з однаковим спів-

відношенням 
n
d0 , але з такими 10 cdd =  і 1cnn = , що відрізняються, де 

...,,3,2,1=c  а 1d  і 1n  – мінімальні значення, за яких дотримується умова 
(2.51). Код при 1=c  будемо називати першим симплексним кодом. Цей код 
являє собою М-послідовність, яка має при даному k відстань 1

0 2 −= md  і 
значність 12 −= mn . 

Таким чином, при кодуванні сигналів у каналі з постійними парамет-
рами завжди можна вказати мінімальну надлишковість за будь-якого зна-
чення m , що забезпечує максимальну завадостійкість. Подальше збіль-
шення надлишковості не тільки некорисне, але й шкідливе. Дійсно, за да-
ного m  симплексні коди зі значністю 121 −= mn  і ( )1222 −= mn  мають од-

накове відношення 
n
d0  і, отже, однакову завадостійкість. Однак смуга час-

тот сигналів у другому випадку в два рази більша, що невиправдано. За 
n < n1 і n1 < n < n2 система стає нерівновіддаленою, і завадостійкість зни-
жується. Тому оптимальним є випадок 121 −= mn , що відповідає першому 
симплексному коду. 

Сигнали, закодовані двійковим кодом з надлишковістю, можна роз-
глядати як особливий вид широкосмугових сигналів з базою 

i1 R
kT
nT

k
fTB k +=≈

∆
=

c

c
c , 

де 
k

knR −
=i  – коефіцієнт відносної надлишковості коду. База, за якої для 

різних k завадостійкість виявляється максимальною, буде 

k
B

k 12 −
=максc . 

Подальше розширення бази недоцільне, тому що при цьому або погі-
ршується завадостійкість, або розширюється смуга займаних частот за тієї 
ж правильності зв’язку. 

 
2.1.11. Питання та задачі для самоперевірки 

 
1.  Наведіть класифікацію способів кодування дискретних сигналів. 
2.  Складіть класи залишків чисел А, 20...1∈A  за модулями 5, 7. 
3.  Дайте визначення групи; наведіть приклади груп. 
4.  Чи є групами множини цілих чисел відносно операцій цілих чи-

сел, множини векторів відносно операцій векторного множення, множини 
квадратних матриць відносно операцій множення? 
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5.  Визначте підгрупи Н (20) і Н (25) простого (5, 5)-кодера. 
6.  Дайте визначення кільця і поля; наведіть приклади кілець і полів. 
7.  Складіть таблицю суміжних класів для групового (5, 2) – коду при 

дії завад, що викликають одиночні і подвійні помилки. 
8. Поясніть взаємозв’язок кодової відстані з виправляючою здатніс-

тю коду. Визначте нижню границю значення d для двійкового        (7, 3)-
коду, користуючись оцінками Хеммінга і Варшамова-Гільберта. 

9. Поясніть методику побудови породжуючої і перевірочної матриць 
групових кодів. Побудуйте матриці Нв і Нп і закодуйте (7, 3)-кодом числа 5 і 6. 

10. Поясніть зміст операції перевірки КС на парність. 
11. Подайте числа 112 і 57 у формі поліномів змінної Х і у вигляді 

двійкових кодових поліномів; проведіть над ними дії додавання, множення і 
ділення. Поясніть відмінність понять незведенність і неподільність поліномів. 

12. Визначте число поліномів з максимальним періодом при 
5;2 ==ρ n  і 3;3 ==ρ n . 

13. Побудуйте породжуючу і перевірочну матриці коду Слєпяна, 
який виправляє всі однократні і двократні помилки для передачі 64 повід-
омлень, і визначте ймовірність зв’язку, якщо ймовірність спотворень сим-
волу 310−=ρe . 

14. Побудуйте породжуючу і перевірочну матриці коду Хеммінга, 
який виправляє всі однократні і двократні помилки, для передавання бук-
венного алфавіту і визначте ймовірність безпомилкового зв’язку, якщо 
ймовірність спотворень символу 310−=ρe . 

15. Поясніть алгоритм побудови кодів Ріда-Мюллера. Закодуйте чис-
ло 9 кодами з параметрами 1,3,1 ==µ= vr  і 2,4,1 ==µ= vr . 

16. Складіть блок-схеми кодуючих пристроїв (9, 5)-кодів Слєпяна і 
Хеммінга. 

17. Які операції можуть виконувати багатотактові кодові фільтри? 
Складіть схему БКФ для множення на поліном 1011001)( =xg . Напишіть 
вираз для операторних поліномів цих фільтрів. Визначте вихідну послідо-
вність символів, якщо вхідний сигнал 10111)( =xS . 

18. Складіть схему лінійного БКФ з вхідними кодами для множення 
на поліном 1100101)(1 =xg  і 11001)(2 =xg . Визначте вихідну послідов-
ність символів, якщо вхідні сигнали 11001)(1 =xS  і 1011)(2 =xS . 

19. Складіть схему БКФ для ділення на поліном 10111)( =xh . Визна-
чте результат ділення, якщо вхідний сигнал 11001101)( =xS . 

20. Складіть схему БКФ для одночасного множення на поліном 
1101)( =xg  та ділення на поліном 11001)( =xh . Визначте результат ділен-

ня, якщо вхідний сигнал 10011)( =xS . 
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21. Поясніть способи завдання циклічного коду. Побудуйте пород-
жуючу матрицю коду, заданого поліномом 11001)( =xg , що належить по-
казнику n = 15. 

22. Побудуйте перевірочну матрицю циклічного коду за допомогою 
поліному )(xh , якщо породжуючий поліном 1011)( =xg  належить показ-
нику n = 7. 

23. Поясніть способи формування циклічного коду з розділеними і 
нерозділеними символами. Закодуйте число 23, якщо поліном 

10011)( =xg . 
24. Сформулюйте властивості кодів Хаффмена і Боуза-Чоудхурі. 
25. Поясніть принцип побудови скорочених циклічних кодів. Знай-

діть поліном )(xϕ  для скороченого циклічного (13, 8)-коду з розділеними і 
нерозділеними символами, якщо вихідний (15, 10)-код заданий поліномом 

101111)( =xg  
26. Назвіть коди, які використовуються в каналах зв’язку з групуван-

ням помилок. Побудуйте код Файра, який виправляє пакети помилок дов-
жиною нпl  = 5 і виявляє пакети помилок довжиною опl  = 2. Для яких ін-
ших помилок цей код зберігає свою ефективність? 

27. Порівняйте правильність зв’язку при використанні коду Хеммін-
га в режимі однократної і трикратної передачі з мажоритарної обробки 
прийнятих сигналів, якщо ймовірність спотворення символу 210−=ρe . 

28. Поясніть принцип рекурентного кодування. Закодуйте число 25 
рекурентним (2,1)-кодом Фінка-Хагельбаргера. Намалюйте часові діаграми 
роботи кодоперетворювачів при одиночних та помилках, що групуються. 

29. Поясніть принцип згорткового кодування. Закодуйте число 19 
згортковим кодом, якщо 3,4 =ν=µ , а коефіцієнти зв’язку 

1011,1110,0110 321 === bbb  та намалюйте кодове дерево сигналів. 
30. Закодуйте число 95 згортковим (3/4)-кодом при довжині утво-

рюючої послідовності 16=n , складіть схему кодуючого пристрою. 
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Глава 2.2. Неперервні коди 
 

2.2.1. Cинтез згорткових кодів 
 
У 1995 р. П. Елайєс запропонував згорткові коди (ЗК), які він 

розглядав як спосіб неперервного оброблення інформації, а також довів 
застосовність до них основної теореми Шеннона. Того ж року радянським  
ученим Л.М. Фінком і В.І. Шляпоберським був уперше запропонований ЗК 
для виправлення пачок помилок. Пізніше з'явилася більш докладна стаття 
Хегельбергера, що викликала появу інших робіт, присвячених ЗК для 
виправлення пачок помилок. 

Хегельбергер увів назву «рекурентні коди» для кодів, у яких 
перевірочні символи на всій довжині кодової послідовності 
підпорядковуються тому самому рекурентному співвідношенню. 

Одночасно з цим з'явилися статті, що описують виправлення 
незалежних помилок за допомогою ЗК. Особливо потрібно відзначити 
роботу Мессі, який запропонував для декодування ЗК простий і 
ефективний спосіб порогового декодування. У вищевказаних джерелах 
описуються методи декодування, засновані на використанні алгебраїчної 
структури кодів. Такі методи прийнято називати алгебраїчними. 

Паралельно розвивалося імовірнісне декодування ЗК, засноване на 
добірці кодової послідовності й перевірці правильності вибору за 
функцією правдоподібності. Стосовно до цієї групи послідовне 
декодування й деякі інші ймовірнісні алгоритми декодування ЗК 
виявилися єдиними способами декодування, що задовольняють умовам 
теореми Шеннона. 

Почнемо вивчення ЗК з опису способів їхнього подання. ЗК 
складніші для дослідження, ніж блокові коди. Для різних алгоритмів 
декодування зручно використовувати й різні способи подання ЗК. У 
зв'язку з тим, що ці способи призначені для опису тих самих кодів, 
доцільно навести співвідношення, що однозначно зв'язують усі способи 
подання між собою. Розглянемо приклад. 

На рис. 2.42 зображений 
кодуючий пристрій, або кодер 
найпростішого ЗК. Символи 1,ix  і 

2,ix  можуть набувати тільки 2-х 
значень: 0 і 1. Кодер будемо вва-
жати таким, що складається з та-
ких основних елементів: розряду 
затримки, позначуваного прямо-
кутником, і суматора за модулем  
два (⊕ ), що виконує операції за 

 + 

1,ix  

1,1−ix  2,ix  

P

Рисунок 2.42 – Кодер  
найпростішого ЗК 
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правилом:  0 + 1 = 1;  1 + 1 = 0. Послідовність інформаційних символів 1,ix   
надходить на перший «контакт» (розряд) вихідного розподілювача Р, а 
на другий розряд Р подається послідовність перевірочних символів 2,ix . У 
даному позначенні перший індекс відповідає номеру символу в 
послідовності, а 2-й індекс – номеру самої послідовності. Вихідний 
розподілювач здійснює перемежування послідовностей, і в канал вони 
надходять у наступному вигляді: ,...,,,, 1,22,11,12,1, +++ iiiii xxxxx  . 

Послідовність символів з однаковим першим номером утворить 
«маленький» блок ЗК, ми будемо надалі називати його елементарним 
блоком (ЕБ). 

У кодері рис. 2.42 інформаційні символи надходять у канал 
незмінними; такі коди й кодери за аналогією з блоковими називаються 
систематичними.  

У наведеному прикладі перевірочні символи 2,ix  виражаються через 
інформаційні за допомогою лінійного перевірочного співвідношення 

1,11,2, −+= iii xxx , (2.52) 
де самі символи складаються за модулем 2, а знак « – » в індексі має 
звичайне значення. 

Даний код дозволяє виправляти одиничні помилки, під якими ми 
будемо розуміти зміни значень переданих символів, що відбуваються на 
відносно великій відстані один від одного. Якщо рівняння (2.52) не 
виконується 2 рази підряд, то найбільш імовірно, що спотворено 
інформаційний символ 1,ix , оскільки  рівняння (2.52) не виконується для 

1,ix  та 1,1+ix , тобто для i-гo і (i + 1)-го тактів часу.  Якщо  ж  рівняння  не  
виконується  в  i-му  такті,  а  в (i – 1)-му та (i + 1)-му тактах виконується, 
то найімовірніше спотворений перевірочний символ 2,ix . Якщо ж 
спотворено два символи в одному ЕБ або двох сусідніх ЕБ, то в 
наведеному коді неможливо зробити виправлення й потрібно 
застосовувати більш складні коди. 

У лінійному систематичному блоковому коді розмірності (п, k) 
перевірочні символи блоку зв'язані п – k перевірочними співвідношеннями 
з k інформаційними символами  

∑
−

=
+− =

kn

i
ijijkn xax

1
,  

для j = 1, 2, ..., n – k, де ix  – інформаційні символи, коли ki ≤≤1 , і 
перевірочні, якщо k + ni ≤≤1 . 

Основна ідея використання блокових кодів досить проста. Виберемо 
множину з k дискретних символів повідомлення, призначених для передачі, 
до них додамо п – k перевірочних символів, сформованих зазначеним 
способом, і передамо символи всі разом у вигляді блока з п канальних 
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символів. Якщо завади в каналі спотворюють малу частину цих п 
символів, то й n – k перевірочних символів дають на приймальній стороні 
достатню інформацію, що дозволяє виявити або виправити помилки, які 
відбулися в каналі. У блокових кодах п – k перевірочних символів будь-
якого блока не зв'язані ніякою функціональною залежністю із символами 
сусідніх блоків. 

ЗК також можна розділити на елементарні блоки (ЕБ) довжини b, 
що складаються з кодових символів )...,,2,1(, bx ji , де індекси 
позначають відповідно номер ЕБ у кодовій послідовності та порядковий 
номер символу всередині ЕБ. ЗК використовується для перетворення 
інформаційної послідовності Z, що розбивається на ЕБ довжиною 

kb − , тобто ...;;;...;;;...;; 1,2,11,1,2,1, +−++−= ikbiikbiii zzzzzzZ  . Будемо 
вважати інформаційну послідовність Z, що складається з b – k 
підпослідовностей Zj, кожна з яких складається з символів jiz ,  з однаковим 
2-м індексом. 

Більша  частина  матеріалу  відноситься до   двійкового   поля,  тобто  
xi,j = {0, 1}. Будемо відзначати щоразу окремо результати,  що відносяться 
до поля  Галуа GF (q) або до розширеного двійкового поля GF(2r). Надамо 
спочатку визначення  систематичного  ЗК,  на  початку кожного ЕБ якого є 
b – k інформаційних символів, а в його кінці k перевірочних символів 
(рис. 2.43). 

У зв’язку з введенням поняття елементарний блок (ЕБ), при аналізі 
згорткових кодів на відміну від блокових інформаційні елементи позначені 
символом k, а перевірочні m. 

 
 
 
 
 
 

 
Рисунок. 2.43 – Структура ЗК 

 
Визначення 1. Систематичним згортковим (b, b – k)K -кодом назвемо 

відображення множини інформаційних послідовностей 
),...,1(}{ , kbjzZ ji −==  на множину кодових послідовностей  X = }{ , jix ; 

послідовність X розділена на ЕБ довжиною b символів ( j = 1,...,b), містить 
у собі незмінними символи інформаційної послідовності, тобто ∗∗ = jiji zx ,,  
для ),...,1( kbj −=∗ , а символи кожного з K сусідніх ЕБ зв'язані між 
собою за допомогою k лінійних перевірочних співвідношень  

m
b 

k 

m = 4
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∑∑
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1
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,
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K b

j
jij mxa   (2.53) 

коефіцієнти )(
,
ξ
θ ja  взяті з того ж поля, що й символи jix , , а знак ∑ означає 

підсумовування в цьому полі. 
Число символів у K ЕБ, символи яких зв'язані перевірочними 

співвідношеннями (2.53), називається кодовим обмеженням An  
An  = Kb. 

У виразі (2.53) не завжди можна в явному виді виразити перевірочні 
символи jix ,  для b – m bj ≤≤+1  через інформаційні. Систематичні коди, в 
яких це здійснюване, тобто 

∑∑
−

=θ

−

=
θ−

ξ
θξ+− =

1

0 1
,

)(
,, ,

K mb

j
jijmbi xax     (2.54) 

будемо називати модульними. 
Для (b, b – 1)K – ЗК, в яких є єдине значення ξ = 1, будемо опускати 

індекс ξ у позначенні коефіцієнтів. 
Якщо K = 1, то ЗК переходить у блоковий код, для якого завжди 

можна подати вираз (2.53) у вигляді (2.54), оскільки друге додавання 
відсутнє. 

Таким чином, у систематичних ЗК інформаційні символи 
залишаються незмінними, а кожний з т перевірочних символів будь-
якого ЕБ є лінійною функцією символів K сусіднього ЕБ: даного й K – 1 
раніше переданих. У несистематичному ЗК всі b символів ЕБ є лінійними  
функціями сусідніх K(b – т) символів інформаційної послідовності. Точне 
визначення несистематичних ЗК подається нижче, а тут відзначимо лише, 
що вираз (2.53) справедливий і для них, але, як буде показано нижче (2.53) 
однозначно визначає систематичний ЗК і не може однозначно визначити 
несистематичний код. 

Приклад 1. Вираз (2.52) є перевірочним співвідношенням типу (2.54) 
для модульного (2,1)2-коду. 

Приклад 2. (3,1)2-код, що подається рівняннями 

),2(0
);1(0

3,12,11,12,

3,13,1,

=ξ=+++

=ξ=++

−−−

−

iiii

iii

xxxx
xxx

 

має наступні значення коефіцієнтів )(
,
ξ
jia : 

1)2(
3,1

)2(
2,1

)2(
1,1

)2(
2,0

)1(
3,1

)1(
3,0

)1(
1,0 ======= aaaaaaa ; 0)2(

3,0
)2(

1,0
)1(
2,1

)1(
1,1

)1(
2,0 ===== aaaaa  

і не є модульним. 
Завдання згорткового коду за допомогою перевірочної матриці. 

Розглянемо коди для передачі неперервного потоку інформації, тому 
природне введення нескінченного вектор-стовпця кодової послідовності X і 
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напівнескінченної перевірочної матриці Н (рис. 2.44), для яких 
виконується рівняння 

НХ  = 0 ,                                    (2.55) 
де 0  – нульовий вектор-стовпець. Усі операції в цьому виразі 
виконуються повністю аналогічно звичайним кінцевим матрицям. 

Це визначення може використовуватися тільки для систематичних 
ЗК. Рівняння (2.55) вірне й для несистематичних кодів, але в цьому 
випадку воно не визначає код однозначно. 

Матриця й вектор названі напівнескінченними, тому що індекси 
їхніх елементів не обмежені зверху, але не можуть бути менше 0. 

Реальна апаратура, що реалізує 
ЗК, очевидно, не може містити не скін-
чений об’єм пам'яті, тому природно 
прийняти, що напівнескінченна матриця 
Н має регулярну структуру, що 
складається з кінцевих елементів. 

Приймемо, що матриця Н, що 
задає Kmbb )( − -код, складається з 
розміщених по діагоналі матриць B 
розмірів bN ×  та зсунутих відносно 
один одного на т рядків. Елементи 
матриці В можуть бути ненульовими (у 
загальному випадку й не двійковими). 
Решта місць матриці Н зайняті нулями. 
Виділимо в матриці Н кінцеву 

перевірочну матрицю ],...,,[ 1BTBTBH k
mmN
−= , яка складається з N рядків 

матриці Н. Тут Тт – квадратна матриця розмірності N, що має вигляд 
 
 
    

 (2.56) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Вона є оператором зсуву вниз на т рядків і обмеження зсуненої 

матриці знизу. Матриця НN містить N рядків і Nb/m стовпців. 

m

m 
0
0 . . . 
0 
1 
    1 
         1 
             . 
                 . 
                     . 
                         1   0   . . .  0 

=mT  

nA 
b 

N 
B 

B B 

B 
B 

m HN H 0 

0 

Рисунок 2.44 – Напівнескінченна 
перевірочна матриця 

KbnKmN A == ;  
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Відзначимо, що число стовпців матриці HN дорівнює кодовому 
обмеженню, тому 

пА = Nb/m; (2.57) 
N = Km. (2.58) 

У каналі кодова послідовність X складається з послідовності завад Е. 
Аналогічно кодовій послідовності X послідовність завад будемо вважати 
такою, що складається із символів bje ji ≤≤1,, . Додавання Х та Е вико-
нується за правилом додавання векторів, тобто відповідні один одному 
символи X та Е підсумовуються в кінцевому полі. При декодуванні 
одержуємо послідовність ознак помилок – синдром S 

S = H (X + Е) = НХ  + НЕ  = НЕ .     (2.59) 
Таким чином, S є напівнескінченним вектор-стовпцем, що являє 

собою суму за модулем q тих стовпців матриці Н, які відповідають 
спотвореним позиціям кодової послідовності. Синдром неспотвореної 
кодової послідовності дорівнює нульовому вектору (2.55). 

Будемо вважати, що в приймачі декодується блок з b символів 
одночасно, а для його декодування використовуються перші N позицій 
синдрому, які позначимо через SN. 

Приклад 3. Розглянемо ЗК, утворений матрицею В ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

10
11

, 

m = 1. Перевірочна матриця НN = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1110
0011

. Нехай вхідна послідовність 

інформаційних символів Z = 110100 ... . Їй відповідає кодова 
послідовність (у транспонованому вигляді) XT = 11 10 01 11 01 00 . . .  .  

Нехай послідовність помилок має вигляд ЕT = ,...],,,[ 2,21,22,11,1 eeee , 

де 
⎩
⎨
⎧

=
2
1

,, je ji , набувають значення 1 або 0 залежно від того, спотворюються 

чи ні символи при передаванні каналом. Тоді синдром має вигляд 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++

+
=

2,21,21,1

2,11,1

eee
ee

SN .  

Приклад 4. Для матриці (3, 1)2-коду 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

==

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
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101
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010
101

2;

111
100
010
101

NHmB  

Розглянуте вище подання ЗК лінійними перевірочними 
співвідношеннями є історично «найстарішим». Покажемо, що між цими 
співвідношеннями й перевірочною матрицею HN є взаємно однозначна 
відповідність. 
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Нехай (b, mb − )K-код заданий матрицею В з коефіцієнтами 
{ } ),...,1;,...,2,1,1,...,1,0()(

, mbjkka jk =ξ=−=ξ  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
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1
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1
2,1

1
1,1

,02,01,0

2
,0

2
2,0

2
1,0

1
,0

1
2,0

1
1,0

...
............
............

...
............

...

...
............

...

...

.   (2.60) 

У першому рядку записуються коефіцієнти )1(
,0 ja , потім індекс ξ 

збільшується до величини т при незмінних нижніх індексах, після чого 
записується рядок з коефіцієнтами )1(

,0 ja  і так далі. Доцільність запису 
матриці В у такій формі пояснюється нижче. 

Якщо падати коефіцієнти матриці НN відповідно до рис. 2.44, то 
нижні т рядків цієї матриці мають вигляд  

.;...;...;;...
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,;...;...;;...

)(
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)(
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)(
1,1
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Вирази для коефіцієнтів різних рядків відрізняються один від одного 
тільки верхнім індексом ξ = 1, ..., т. При обчисленні матричного добутку 
кожен з вектор-рядків помножується скалярно на вектор кодової 
послідовності 

,...,,...,,,..., 1,2,11,1,1, +++= ibiibii
T xxxxxX   . 

При скалярному множенні останніх двох виразів перші b членів 

підсумовуємо за другим індексом ji

b

j
jK xa ,

1

)(
,1∑

=

ξ
− , потім так само записуємо 

суму других доданків ji

b

j
jK xa ,1

1

)(
,2 +

=

ξ
−∑  й т.д., потім всі ці суми ще раз 

підсумуємо за першим індексом (для якого введемо змінну γ) і у 
відповідності з (2.55) прирівняємо суму нулю 

∑∑
−

=γ =
γ+

ξ
−γ− =ξ=

1

0 1
,

)(
,1 ...,,2,1,0

K b

j
jijK mxa . 
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Виконаємо підстановку 1;1 +−′=−+=′ KiiKii . Отримаємо 

∑∑
−

=γ =
−γ−−′−γ− =ξ=

1

0 1
),1(,1 ....,,1,0

K b

j
jKijK mxa  

Величина 1−γ−K  змінюється при другому підсумовуванні від K – 1 
до 0. Виконаємо підстановку 1;1 −θ−=γθ=−γ− KK  

∑ ∑
−=θ =

θ−′
ξ
θ =ξ=

0

1 1
,

)(
, .,...,1,0

K

b

j
jij mxa  

Змінюючи порядок 2-го підсумовування (у порядку зростання θ) 
та заміняючи i’ на i, одержимо остаточно 

∑∑
−

=θ =
θ−

ξ
θ =ξ=

1

0 1
,

)(
, .,...,1,0

K b

j
jij mxa   (2.61) 

Пояснимо значення т cyм (2.61). Спочатку для простоти розберемо 
випадок (b, b – 1)N-коду (ξ = т = 1), 

∑∑
−

=θ =
θ−θ =

1

0 1
,, ,0

N b

j
jij xa     (2.62) 

що задається матрицею B вигляду 
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Коефіцієнти ja ,θ  матриці й рівняння, зазначених вище, однакові, що 
дозволяє легко переходити від матриці В до рівняння (2.62) і назад. 
Кожний рядок матриці В у лівій частині (2.62) скалярно помножується на 
відповідний їй ЕБ, причому при збільшенні номера рядка на 1 
переходимо до раніше переданого ЕБ, в якому індекс зменшується на 1. 

Приклад 5. Рівняння (2.62) для коду прикладу 1 має вигляд 
.01,12,1, =++ −iii xxx  

Відмінність рівняння (2.61) від окремого випадку (2.62) полягає в 
тому, що при переході до раніше переданого ЕБ зі зменшеним на 1 
першим індексом перехід у матриці (2.60) здійснюється до рядка 
коефіцієнтів з тим самим індексом (ξ), що знаходиться на т рядків нижче 
попереднього. Таким чином, матрицю В можна розбити на т складових 
підматриць )(ξB , рядки яких вибираються з рядків матриці В з кроком т. 
Кожній з матриць )(ξB  відповідає своє рівняння (2.61). 

Приклад 6. Приклади 2 та 4 відносяться до одного й того ж (3,1)2-
коду. Перевірочним співвідношенням ЗК для ξ = 1,2 відповідають 
підматриці 
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⎥
⎦
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2.2.2. Породжуючі багаточлени згорткового коду 

 
У більшості літературних джерел ЗК визначаються за допомогою 

породжуючих багаточленів від оператора затримки D. Кожну затримку 
на i тактів (вважаємо, що за кожний такт передається один ЕБ) зіставимо з 
оператором затримки Хаффмена Di . Дамо підпослідовності j-х символів 
ЕБ коду у вигляді багаточленів i

i
jij DxDX ∑= ,)( . У цих позначеннях 

перевірочні символи систематичних ЗК виражаються через інформа-
ційні згідно з виразом: 

,,...,1),()()(
1

)( mDfDXDX
mb

j
jjmb =ξ= ∑

−

=

ξ
ξ−−   (2.63) 

де )()( Df j
ξ  – породжуючі багаточлени від аргументу D. Для несистемна-

тичного коду всі b підпослідовностей виражаються співвідношеннями типу 
(2.63). 

Приклад 7. Розглянемо код та кодову послідовність прикладу 1. 
Інформаційній послідовності 1101 відповідає багаточлен X1 (D) = 1 + D + 
+ D3, а перевірочній підпослідовності 10111 – багаточлен X2(D) = 1 +D2 + 
+ D3 +D4. Очевидно, що Х2 (D) = (1 + D) X1(D) (коефіцієнти при D 
складаються за модулем 2), тобто f1 (D) = 1 + D. 

Виведемо співвідношення між породжуючими багаточленами 
систематичного ЗК і матрицею В, для чого розглянемо спочатку випадок  
(b, b – 1)N-коду. Змінимо в (2.62) порядок підсумовування 

∑∑
=

−

=θ
θ−θ =

b

j

N

jij xa
0

1

0
,, .0  

Підпослідовності j-х символів коду jix ,  можна зіставити з бага-

точленом i

i
jij DxDX ∑= ,)( . Позначимо послідовність коефіцієнтів j-го 

стовпця матриці В через багаточлен fj (D) 

∑
−

=θ

θ
θ=

1

0
,)(

N

jj DaDf . 

У цих позначеннях попередня рівність  може бути написана у 
вигляді 

∑
=

=
b

j
jj DfDX

1
0)()( . 
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Тепер (враховуючи, що операції з коефіцієнтами багаточленів 
виконуються над двійковим полем, в якому віднімання рівнозначне 
додаванню) можна записати рівняння перевірочної підпослідовності 
звичайного, немодульного систематичного ЗК через інформаційні символи в 
явному вигляді 

∑
−

=
=

1

1
)(/)()()(

b

j
bjjb DfDfDXDX . 

Якщо правий стовпець матриці В складається з одиниць у верхньому 
рядку й нулів в інших місцях, тоді 0)( =Dfb , і ми приходимо до рівнянь 
модульного ЗК (2.63) і (2.54) (для ξ = 1). Таким чином, багаточлени fj (D) 
є породжуючими для (b ,b – 1)N-коду (N = K). 

Вигляд останньої формули пояснює назва «модульні коди»: 
множини дробів багаточленів bj ff / , які є елементами поля, (оскільки дріб 
має зворотний елемент fb / fj), може породжувати векторний простір, а 
багаточлени )(ξ

jf  у виразі (2.63) є елементами ланки й породжують 
модуль.  

Код розмірності (b, b – m)K можна розглядати як код, що складається 
з т підкодів розмірності (b – m + 1, b – m)K із загальними інформаційни-
ми символами, а кожний з т перевірочних символів блока належить 
своєму підкоду. 

Для цього матрицю В (2.60) складемо так, щоб у кожному рядку з 
індексом ξ серед правих т коефіцієнтів, що відповідають перевірочним 
символам ЗК, тільки )(

,
ξ

ξ+−θ mba  (для θ = 0,1, ..., K – 1) міг бути нерівним 
нулю. Цю вимогу назвемо умовою обчислення.  

При виконанні умови обчислення матриця )(ξB  має єдиний 
ненульовий стовпчик, що відповідає послідовності ξ+−mbix ,  перевірочних 
символів коду. Позначимо  

θ
−

=θ

ξ
θ

ξ ∑= DaDf
K

jj

1

0

)(
,

)( )( .    (2.64) 

З матриць )(ξB і рівнянь (2.61) отримаємо 

.,...,2,1,0)()(
1

)( mDfDX
b

j
jj =ξ=∑

=

θ    (2.65) 

Умова обчислення для матриці В дозволяє виразити перевірочні 
символи через інформаційні 

)(/]0)()()(
1

)( DfDfDXDX mb

b

j
jjmb ξ+−

=

θ
ξ+− ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
== ∑ .  (2.66) 

Приклад 8. Розглянемо код прикладів 4 і 6 (b = 3, т = 2, N = 4). 
Підматриці )2()1( та BB  не задовольняють умові обчислення, тому що в 
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першій з них третій стовпчик ненульовий, а повинен бути ненульовим 
стовпчик із номером b – т + ξ= 2, а в другій ненульовим є 2-й 
стовпчик. Перепозначимо індекси матриць і отримаємо 

,
100
101)2(
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=B  звідки DDfDf +== 1)(;1)( )2(

3
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)1/()()( 13 DDXDX += .     (2.67) 

З матриці ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

111
010)1(B  як для (b, b – 1)-коду (для b = 3) отри-

маємо  Х1(D)D + Х2(D)(1 + D) + Х3(D)D = 0. Підставляючи (2.67) у це 
рівняння, виразимо перевірочну послідовність X2(D) через інформаційну 
X1(D). Х1 (D)D + X2 (D)(1 + D) + X1 (D)/(1 + D) = 0, звідки  

X2 (D) =D2 /(l + D)2 = D2/(l + D2).   (2.68) 

Відповідно до (2.68) отримаємо 
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Матриця В (2.69) задовольняє умові обчислення й описує в точності 
той самий код, що й матриця В у прикладі 4. Відзначимо, що матриця (2.69) 
має більше значущих рядків, ніж матриця прикладу 4. Таким чином, 
дійсна величина кодового обмеження визначається числом рядків матриці 
В, яка задовольняє умові обчислення. 

Узагальнимо порядок дій  у  прикладі  при  переході від матриці В 
(b, b – m)K -коду до породжуючих багаточленів. З вихідної матриці В*, що 
не задовольняє умові обчислення, складаються т підматриць В(ξ)*. 
Позначаючи їхні коефіцієнти через ∗ξ)(

, jia і представляючи стовпці 

підматриць у вигляді багаточленів )()(
, Df ji

∗ξ  аналогічно (2.60), (2.64), 
отримаємо систему з т рівнянь вигляду 

mDfDX
b

j
jj ,...,1,0)()(

1

)( =ξ=∑
=

∗ξ  

щодо перевірочних підпослідовностей Xj (D), j = b – т + 1, ..., b; при 
цьому підпослідовності Xj(D) для j = 1, 2, ..., b – т вважаються 
відомими. Розв’язавши цю систему методом підстановок (як у прикладі 
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8) або, наприклад, за методом Гаусса (звичайно, якщо рівняння системи 
лінійно незалежні й сумісні), отримаємо рівняння у вигляді (2.66). 

Відзначимо також, що в монографії Пітерсона (b, b – 1)K-ЗК задаються 
у вигляді 

∑
−

=
=

1

1
).(

)(
)(

)(
b

j
j

j

j
b DX

Dg
Df

DX    (2.70) 

Легко побачити, що, приводячи всі дроби у правій частині (2.70) 
до загального знаменника, одержимо подання коду у вигляді (2.66). 
Позначаючи багаточлени інформаційних підпослідовностей через 

mbkDZK −= ...,,1)( , подамо несистематичний ЗК у вигляді 
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де )}({ )( Df j
k  суть b (b – т) багаточленів від аргументу D. При декодуванні 

несистематичних кодів у загальному випадку потрібно здійснити інверсію 
ЗК для отримання вихідної інформації й видачі її споживачеві. 
Відзначимо тільки, що в технічному виконанні такої інверсії зазвичай 
потреби немає, тому що при виконанні ЗК для ймовірнісних алгоритмів – 
послідовного декодування та алгоритму Вітербі – декодування 
здійснюється підбором інформаційної послідовності так, щоб кодова 
послідовність задовольняла критеріям алгоритму. Таким чином, у 
декодері потрібне лише повторне кодування інформаційної послідовності, 
що підбирається, але не її інверсія. 

Тепер можна дати формальне визначення несистематичного ЗК. 
Визначення 2. Несистематичним (b, b – m)K-ЗК називається 

відображення b – m множини інформаційних підпослідовностей на b 
множин кодових послідовностей за допомогою співвідношень типу (2.66) 
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  (2.71) 

З формули (2.71) випливає, що кожній інформаційній 
послідовності },...,1),({ mbkDZZ k −== ∗  відповідає своя послідовність 

),({ DXX j=  },...,1 bj = , але на відміну від систематичного коду в 
загальному випадку послідовності Zk(D) і Xk(D) нерівні. Щоб з'ясувати, 
яке співвідношення існує між систематичними й несистематичними 
кодами введемо поняття еквівалентності кодів. 

Визначення 3. Еквівалентними згортковими кодами називаються ЗК, 
що мають однакові сукупності кодових послідовностей X . 
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При цьому, звичайно, у різних кодах одній й тій самій послідовності 
{Xj (D)} будуть відповідати різні інформаційні послідовності {Zj(D)}. Такі 
коди еквівалентні в тому розумінні, що потрібні ті самі завади в каналі 
зв'язку, щоб перевести одну кодову послідовність в іншу й викликати 
помилку декодування. Якщо символи інформаційних послідовностей 
випадкові й рівноймовірнісні, то ймовірності помилки декодування 
еквівалентних кодів однакові. 

Теорема 1. Будь-який несистематичний код має еквівалентний йому 
систематичний код і несистематичний модульний код. 

Для доведення теореми використовуються дві прості леми про 
послідовності довжини М, розглянутих від моменту часу, що відповідає 
D0, тобто за модулем DM. 

Лема 1. Якщо   повна множина     всіх    можливих    послідовностей  
{П (D)}| mod DM  помножити або поділити на багаточлен f(D), що не має 
множника D, то отримана множина послідовностей також повна. 

Доведення леми 1. Припустимо, що при помноженні на багаточлен 
множина послідовностей виходить неповною. Тоді для двох 
послідовностей П1 (D) і П2 (D) маємо 

П1(D)f(D) = П2(D)f(D) | mod DM, 
звідки випливає [П1 (D) – П2 (D)] f(D) = 0 | mod DM, що можливо тільки за  
П1 = П2. 

Аналогічно останній формулі для випадку ділення на багаточлен 
отримаємо П1 (D)/f(D) = П2 (D)/f(D) | mod DM. 

Помножуючи цю рівність на f(D), отримаємо останнє 
співвідношення, що й доводить повністю лему. 

Відзначимо, що якщо f(D) не має члена з D0, то рівність можлива 
й за різних П1 і П2.  Наприклад,   для   М = 4   f(D) = 2,   П1 = 1 + D + D3,   
П2 = 1 + D маємо П1 (D) D = П2 (D) D = D + D2 | mod D4. 

Лема 2. Сума двох множин послідовностей за модулем DM, одна з 
яких є повною, є також повна множина послідовностей. 

Лема очевидна, тому що сума повної множини послідовностей з 
будь-якою послідовністю є також їхньою повною множиною. 

Докладне доведення теореми можна знайти у відповідній 
літературі. 

 
2.2.3. Побудова кодерів та декодерів згорткових кодів 

 
Кодером називається пристрій, що перетворює послідовність Z 

інформаційних символів у кодову послідовність X відповідно до виразів 
(2.65) для систематичних кодерів або (2.71) для несистематичних.  

Кодер будемо вважати таким, що складається з наступних основних 
елементів: розряду затримки регістру і суматора за модулем 2. 
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Рисунок 2.45 – Регістр зсуву 
 

Як розряд затримки, так і суматори у загальному випадку можуть 
бути недвійковими, а зберігати й підсумувати числа за модулем g ≥  2. 
Послідовне з'єднання розрядів затримки утворює регістр зсуву 
(рис. 2.45), в якому зберігаються двійкові (або g-ічні) символи. В момент 
надходження нового символу символ, що зберігається в правому розряді, 
виводиться з регістру. Кожний з інших символів, що містяться в регістрі, 
переміщається на 1 розряд вправо, звільняючи крайній лівий розряд, 
куди й надходить новий символ. 

З регістру зсуву й суматора будуються основні вузли кодера: схеми 
множення й ділення на породжуючі багаточлени. Розкриваючи в добутку 
багаточленів праві дужки, 
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можна подати процес множення як затримку помножуваної 
інформаційної послідовності Zj (D) на k тактів, множення всіх символів 
послідовності на елемент поля – 0 або 1 для двійкового поля або на 
елемент із GF (q) для g-ічного поля – і підсумовування всіх 
послідовностей, які отримані у результаті зазначених операцій. Два типи 
пристроїв, що виконують множення на фіксований багаточлен у 
модульному ЗК, показані на рис. 2.46 і 2.47. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 2.46 – Вузол помноження на багаточлен I типу 
 
Вузол множення I типу зручний для побудови схеми множення 

однієї кодової послідовності на декілька фіксованих багаточленів fj (D) 
без збільшення числа елементів пам'яті, а вузол множення II типу 
зручний для множення різних послідовностей на багаточлени й 
наступного підсумовування, тобто для операції виду ∑
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Рисунок 2.47 – Вузол помноження на багаточлен II типу 
 

Множення на коефіцієнти у двійковому полі 
⎩
⎨
⎧
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1
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, jka   реалізується 

просто наявністю або відсутністю з'єднання. 
Принцип побудови вузла поділу на багаточлен розберемо на 

конкретному прикладі. Процес поділу зручно подати таким чином, що 
старшим членам відповідають коефіцієнти з малими ступенями D. 

Приклад 9. Операцію ділення  багаточлена 1 + D + D2 + D3 + D4+ 
+D5 + D6 на багаточлен 1 + D + D3 у двійковому полі зручно подати у 
вигляді 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Із прикладу наочно видно, що щоразу, коли в послідовності діленого 
з'являється ненульовий символ, до неї потрібно додавати дільник і 
записувати ненульовий символ у частку: у прикладі це виконується в 
моменти часу t = 0, 2, 3. Потім ті ж операції виконуються із залишком. 

На рис. 2.48 і 2.49 показані два варіанти схем ділення послідовності 
на багаточлен 1 + D + D3. Вузли множення й ділення відповідно I і II 
типів зручно комбінувати один з одним з використанням тих самих 
елементів пам'яті для одержання схем множення послідовності на один 
багаточлен і ділення на інший. 

 
 

 
 
 

Рисунок 2.48 – Вузол ділення на багаточлен I типу 
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Рисунок 2.49 – Вузол ділення на багаточлен II типу 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 2.50 – Кодер систематичного (2,1)-ЗК 
 
За принципом побудови згорткові кодери з операцією ділення також 

можуть бути розбиті на два типи. У кодері I типу чисельник (2.66) 
отримується шляхом затримки  й  накопичення  інформаційних  розрядів 
у b – т регістрах і наступного підсумовування розрядів відповідно до 
коефіцієнтів багаточленів )()( Df j

ξ . Кодер I типу зручний також для 
реалізації несистематичних кодів, тому що в цьому випадку потрібно не 
більше b – т регістрів пам'яті. Кодер II типу містить т схем Хаффмена, 
кожна з яких виконує множення на b – т багаточленів. Кодери обох типів 
містять m схем ділення на багаточлени )()( Df mb

ξ
ξ+− . Принцип побудови 

кодерів зручніше за все пояснити на прикладах. 
Приклад 10.  Кодер систематичного  (2,1)3-ЗK,  в якому   

Х2 (D) = [(1 + D2)/(1 + D + D3)]X1(D), можна скласти, комбінуючи вузли 
множення   I   типу   на   багаточлен   1 + D2    і    ділення   на   багаточлен   
1 + D + D3 (рис. 2.50). Розподілювач Р на 2 розряди надсилає в канал 
зв'язку символи: інформаційної 1,ix  та перевірочної 2,ix  кодових 
послідовностей у канал зв'язку. 

Приклад 11. Нехай вирази (2.66) для (5, 3)5-ЗК мають вигляд 
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У кодері I типу (рис. 2.51) інформаційні символи Z за допомогою 
«перемикача» розподіляються на три послідовності, які в буфері 
вирівнюються в часі одна відносно іншої. Кожна з послідовностей 
надходить на вихідний розподілювач і одночасно затримується на 
необхідне число розрядів. Спосіб отримання добутків багаточленів 

)31)(()( 2,1
)(

21 ≤≤⋅ ξ jjDfDX jj  зрозумілий з рис. 2.51. Потім отримані 
добутки підсумовуються на двійкових суматорах і відбувається ділення на 
багаточлени )()1(

4 Df  і )()2(
5 Df  за допомогою схем розподілу I типу. 

Символами Di на цих схемах позначені з'єднання, що відповідають 
ненульовим коефіцієнтам багаточленів )()1(

4 Df та )()2(
5 Df . Перевірочні 

підпослідовності X4(D) і X5(D) подаються на 4 і 5 розряди 
розподілювача. У цьому кодері на відміну від прикладу 10 не 
надається можливим використовувати ті самі розряди пам'яті для 
множення й ділення. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 2.51 – Кодер (5,3)5-ЗК I типу 
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У кодері II типу (рис. 2.52) верхній регістр виконує множення 
інформаційних підпослідовностей Xj (D) ( 3...1=j ) на багаточлени 

)()1(
1 Df , )()1(

2 Df  і )()1(
3 Df  відповідно й складання добутків, а також 

ділення отриманої суми на багаточлен )()1(
4 Df . Входи підпослідовностей 

Xj (D) на регістр мають на рис. 2.52 позначення ненульових коефіцієнтів 
багаточленів )()1( Df j . У результаті верхній регістр формує перевірочну 
підпослідовність X4(D) . Аналогічно нижній регістр формує перевірочну 
підпослідовність X5(D). 

Найбільша довжина регістру для множення або ділення в кодерах 
обох типів дорівнює К–1. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 2.52 – Кодер II типу 
 
Очевидно, що кодер I типу доцільно використовувати для кодів з 

великою інформаційною надлишковістю т > b – т, а також для 
несистематичних кодів, у той час як кодери II типу вигідніше для 
кодів з малою надлишковістю: b – т > т. 

Способи отримання синдрома. Отримання синдрома S, що 
задовольняє формулі (2.54), є  першою  операцією, яка  здійснюється при 
алгебраїчному декодуванні ЗК. Алгебраїчне декодування застосовується 
звичайно для систематичних кодів. Тому розглянемо спочатку способи 
отримання синдрому для цих кодів. 

У декодері запам'ятовується N компонент синдрома, що 
породжуються відрізком кодової послідовності довжиною пА символів. 
Тому формула (2.59) для кінцевої перевірочної матриці HN  набуде 
вигляду 

AnNN YHS = ,     (2.72) 
де Y = X + Е. Кінцеві послідовності SN, 

AnY  можна розглядати як 
вектори. 
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Для (b, b – т)K-ЗК отримаємо т символів синдрома на кожний ЕБ; 
таким чином, синдром S можна подати як такий, що складається з т 
підпослідовностей )...,,1()( mS =ξξ , причому в декодері запам'ято-
вується т підпослідовностей )(ξ

KS  (векторів з K елементів). Кожний 
елемент підпослідовності NS  (2.72) являє собою скалярний добуток 
вектора прийманої кодової послідовності AnY . 

bKiibiibii
T

n yyyyyyY
A ,11,2,11,1,1, ,...,,,...,,,..., −++++= .  (2.73) 

На   деякий   (km + ξ)-й   рядок матриці   НN = [В, Тт, В, ..., 1−K
mT В],  

де  k = 0, 1, ..., K – 1, загальний вид матриць B та Тт поданий 
відповідно виразами (2.60) і (2.56). Цей рядок має вигляд 

.0,...,0,0,,...,,,...,, )(
,0

)(
1,1

)(
,

)(
2,

)(
1,

ξξ
−

ξξξ
bkbkkk aaaaa    (2.74) 

Таким чином, k-та компонента вектора )1...,,1,0()( −=ξ KkSk , яка 
дорівнює скалярному добутку (2.73) на (2.74), має вигляд 

∑∑
=θ =

θ+
ξ
θ−

ξ =ξ=
k b

j
jijkk myas

0 1
,

)(
,

)( ....,,1                 (2.75)  

Вираз (2.68) назвемо перевіркою. Оскільки jijiji exy ,,, += , де jie ,  – 

елементи адитивного шуму, а для jiji xy ,, =  всі 0)( =ξ
θs  відповідно до 

виразу (2.55), та рівність (2.75) може бути записана у вигляді 

∑∑
=θ =

θ+
ξ
θ−

ξ =ξ=
k b

j
jijkk meas

0 1
,

)(
,

)( ....,,1,  

Перейдемо до багаточленної форми послідовностей перевірок. 
Помножимо праву частину рівності (2.64) на вираз шумової послідовності 

∑
−

=
+=

1

0
,)(

K

k

k
jkij DeDE . Коефіцієнт при Dk добутку багаточленів 

)()( )( DfDE jj
ξ  має вигляд ∑

=θ
θ−+θ

k

jkijea
0

,, . Таким чином, права частина зазна-

ченого вище рівність являє собою коефіцієнт при Dk у сумі добутків 
багаточленів 

∑∑ ξξ

=

ξ ==
k

k
j

b

j
j DSDsDEDf

k
).()()( )()(

1

)(    (2.76) 

Слід зазначити, що коефіцієнт при DK-1 має вигляд 
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що (з урахуванням можливості заміни i + K – l = i '   і  потім i '  = i) є 
перевірочним співвідношенням (2.61) для прийнятих символів. 
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Вираз (2.76) може бути реалізований шляхом затримки кодових 
послідовностей і підсумовування відповідних розрядів в т багатоходових 
суматорах (для ξ = 1, ..., т). Це відповідає також і реалізації  останнього 
виразу. Дійсно, якщо відраховувати синдром починаючи з ненульових 
символів, тобто 0

,
=∗ ji

e  для i* < i, то справедлива рівність 

∑∑∑∑
=

−

=θ
θ−+

ξ
θ

= =θ
θ−+

ξ
θ =

b

j

K

jkij

b

j

k

jkij eaea
1

1

0
,

)(
,

1 0
,

)(
, . 

Таким чином, виконавши заміну i + k = i ' ; i '  = i, отримаємо 
властивості синдромів. 

Властивість 1. Синдром S складається з т послідовностей )(ξs , 
визначуваних таким чином через послідовності прийнятих символів yi,j 

.
1

1

0
,

)(
,

)( ∑∑
=

−

=θ
θ−

ξ
θ

ξ =
b

j

K

jij yas  

Приклад 12. З рівняння (3,1)2-ЗК прикладу 4 отримаємо вираз для 
перевірок: 3,12,12,

)2(
3,13,2,

)1( ; −−− ++=++= iiiiii yyysyyys , які можуть бути 
реалізовані у формувачі синдрому за схемою рис. 2.53. Пристрої такого 
типу назвемо формувачем синдрому I типу. Число запам'ятовувальних 
розрядів регістру для нього в точності таке саме, як і для кодера I типу; 
тому воно особливо зручне для ЗК із малою інформаційною швидкістю. 

Для модульних систематичних кодів формувач синдрому може 
бути побудований за іншим принципом, перед розглядом якого доведемо 
наступне твердження. 

Властивість 2. Перевірки )(ξ
kS  для модульних систематичних ЗК 

можуть бути отримані складанням прийнятих перевірочних символів: ∗ji
y

,
, 

де bjmb ≤≤+− ∗1 з перевірочними символами 0
, ∗ji

y , отриманими при 
кодуванні прийнятих інформаційних символів ( )mbjy ji −≤′≤′ 1, . 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

Рисунок 2.53 – Формувач синдрома I типу 
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Доведення.  Для модульного ЗК, рівняння (2.61) аналогічне (2.52) і 
прикладу 5 може бути записане у вигляді 

0
1

0 1
,

)(
,, =+ ∑∑

−

=θ

−

=
θ−

ξ
θξ+−

K mb

j
jijmbi xax  

звідки отримаємо вираз (2.54). 
Підставляючи в ліву частину останнього виразу прийняті символи 

jiy ,  замість jix , , отримаємо вираз для послідовностей символів типу  

∑∑
−

=θ

−

=
ξ+−θ−

ξ
θ

ξ +=
1

0 1
,,

)(
,

)(
K mb

j
mbijij yyas . 

Відповідно до (2.54) сума в правій частині останнього виразу являє 
собою вираз для перевірочних символів 0

, ∗ji
y , вважаючи jiy ′,  

інформаційними. Звідси виходить, що 

ξ+−ξ+−
ξ += mbimbi yys ,

0
,

)(
, 

що й доводить властивість 2. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 2.54 – Формувач синдрома II типу 
 
Тому схема рис. 2.54 може бути використана для обчислення 

синдрома модульних систематичних ЗК з великою швидкістю (b – т > т) з 
використанням кодера II типу. 

Таким чином, незалежно від того, є ЗК модульним чи ні, не 
обов’язковим є операції ділення на багаточлен при формуванні 
синдрома. Цей факт цілком узгоджується з тим, що одна і та сама 
матриця Н(D) є перевірочною для всього сімейства еквівалентних кодів. 
Виходить, у відповідності з вищенаведеними міркуваннями можна 
узагальнити поняття синдрома на несистематичні коди. 

Визначення 4. Синдромом несистематичного ЗК (так само як і 
систематичного) розмірності (b, b – т) називається послідовність, що являє 
собою вектор з т підпослідовностей, отримуваних обчисленням 
матричного виразу 
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),()( DHDY T⋅  
де −)(DY  послідовності  коду  )(DX   на  приймальній  стороні,  а Н(D) – 
R-матриця, зворотна матриці G(D) еквівалентного базового мінімального 
коду. 

Реалізація останнього виразу може бути виконана аналогічно 
схемам кодера I і II типів (без ділення), відповідно до чого можна ввести 
також і формувачі синдрому II типу (додатково до I типу). Проте не слід 
робити висновок, що формувач синдрому II типу, який аналогічно 
рис. 2.52 складається з т регістрів, забезпечує виграш у числі елементів 
пам'яті. Справа  в  тому, що при  алгебраїчному  декодуванні  потрібно  
затримувати b – т послідовностей на K тактів перед виправленням; тому 
загальне число елементів пам'яті, необхідних для формування синдрома 
ЗК, дорівнює сумі числа елементів пам'яті власне формувача синдрома    
(b – т) К і числа елементів регістрів затримки b – т послідовностей – 
(b – т) K елементів пам'яті, тобто дорівнює числу елементів пам'яті 
формувача синдрому I типу, в якому здійснюється затримка 
послідовностей на K тактів, як випливає із прикладу на рис. 2.53. 

Приклад 13. Для (5.3)5-ЗК прикладу 11 породжуюча матриця 
багаточленів 
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Транспонуючи й позбуваючись від дроблення, отримаємо 
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DDDDDDDDDD
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Формувач синдрома II типу, що реалізує вираз разом з регістрами 
затримки інформаційних послідовностей, показаний на рис. 2.55. 
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Рисунок 2.55 – Формувач синдрому (5,3)5 – коду 

 
Кодери для виправлення пачок помилок. Перший відносно 

простий декодер ЗК, запропонований Фінком і Шляпоберським, був 
призначений для виправлення пачок помилок . 

Для характеристики пачки помилок треба задатися величиною 
проміжку між пачками Пα . 

Визначення 5. Пачкою помилок називається частина послідовності 
помилок, що починається й закінчується 1, між якими число послідовних 
нулів завжди менше Пα , a перед першою й за останньою її одиницею 
розташовано не менш Пα  нулів підряд. 

Реалізація декодерів, призначених для виправлення пачок 
помилок, значно простіше, ніж для незалежних помилок, тому що 
легше виправити помилки, локалізовані в пачці, ніж незалежні 
помилки, розподілені випадковим чином у кодовій послідовності. 

При корекції пачок великої довжини символи коду, що входять у 
перевірочні співвідношення, розносяться з кроком r з метою зменшення 
числа спотворених символів, що входять в одну перевірку. Це відповідає 
введенню r – 1 нульових рядків між кожними сусідніми рядками 
матриці В. Характеристиками ЗК, що виправляє пачки помилок, є 
довжина пачки l, що виправляється, і захисний проміжок α , відсутність 
помилок в якому гарантує виправлення пачки помилок довжиною не 
більше l. Для будь-якого коду можна одержати необхідну величину l 
шляхом вибору відповідного значення r, у той час як її α  визначається 
структурою коду. 

В «хороших» кодах прагнуть отримати величину α  можливо 
меншою, що вступає в протиріччя з бажанням збільшення l. Чим більше 
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надлишковість коду, тим менша величина α  може бути отримана при 
тому самому r . Зазначена суперечливість розв’язується шляхом 
компромісного вибору R, r і вибором «найкращого» для даних умов коду. 

ЗК, що виправляють будь-які пачки помилок довжиною не більше 
l при захисному проміжку α , названі Bl-кодами (від англійського слова 
burst – пачка). 

Опис ряду блокових і згорткових кодів, що виправляють пачки 
помилок, є в книзі Пітерсона. У статті Хегельбергера запропоновані 
( )Nbb 1, − -ЗК з  малою  надлишковістю,  що  виправляють пачки помилок 
довжиною  l = rb при захисному проміжку 

1)( −=α blbL , 
де 1log)( 2 += bbL . 

Відзначимо, що підстановка b = 2 в останній вираз дає 14 +=α l , 
що перевищує реалізовану величину й вказує на можливість кращого 
узагальнення (2,1)-ЗК. 

Одним із узагальнень (2,1)-ЗК є так звані фазозалежні ЗК для 
виправлення пачок помилок . 

Визначення 6. Фазозалежними ЗК називаються коди, що виправляють 
пачки помилок, які містяться повністю всередині r сусідніх ЕБ. 

Ці коди будемо називати B2-кодами. 
Таким чином B2-код може гарантовано виправляти пачки, що 

починаються з останнього символу ЕБ, довжиною 
1)1()1( +−=−−= brbrbl . 

Крім того, може бути виправлена частина пачок довжиною l*; 
.1)1( rblbr ≤<+− ∗  

Визначення 7. Оптимальними (b, b – 1)N-ЗК називаються В2-коди, 
що виправляють пачки помилок довжиною l при захисному проміжку α  

α = Nb – 1, де  N = r (rb – 1) + 1. 
На перший погляд створюється враження, що фазозалежний код 

принципово повинен бути «гірше» B1-коду, тому що вводяться додаткові 
обмеження. Однак коди Хегельбергера значно поступаються своїми 
параметрами оптимальним B2-кодам. 

Приклад 14.  Порівняємо код Хегельбергера з  параметрами   b = 3,   
r = 4, l = 12 з оптимальним B2-кодом, для якого B = 3 і r = 5. Для коду 
Хегельбергера α  = 107. Для B2-коду l = 13, α = 77; при цьому 
виправляється частина пачок  довжини 14 і 15. Таким чином, параметри 
оптимальних  В2-кодів істотно кращі, ніж для кодів Хегельбергера. 

Розглянемо елементи аналізу ЗК, що виправляють пачки помилок. 
Теорема 2. ЗК виправляє комбінації помилок типу Г (узятих з 

множини Г), якщо ніяка комбінація помилок Е = Е1 + Е2 на довжині 
nА символів, де ∈1E  Г та ∈2E  Г, не призводить до нульового 
синдрому. 



 240 

Доведення.  Необхідність доводиться від противного. Якщо Е дає 
нульовий синдром, то з лінійності коду випливає, що Е1 і Е2 дають однакові 
синдроми. Тоді комбінації помилок Е1 і Е2 не можна відрізнити один від 
одного, а отже, і декодувати. 

Достатність випливає з того, що при виконанні умови теореми як Е1, 
так і ∈2E  Г можна зіставити свій синдром, а це робить можливим 
декодування за таблицею синдромів. 

Аналізувати B2-коди будемо при r = 1. Пачки помилок, що можна 
виправити, для  r = 1 повинні розміщатися тільки в одному ЕБ. За 
теоремою ніякі спотворення в двох різних ЕБ, що знаходяться поряд або 
віддалених один від одного не більше ніж на K – 2 ЕБ, не повинні 
давати нульовий синдром SN. Кожному спотвореному символу коду 
відповідає стовпець матриці AN. Сума стовпців AN, що відповідають 
ненульовим символам пачки помилок ∈E Г, являє собою синдром SN. 
Звідси очевидна наступна теорема. 

Теорема 3. Фазозалежний ЗК виправляє  пачки помилок  довжиною  
r(b – 1) + 1, якщо матриця AN коду для r = 1 не містить ніякої нульової 
лінійної комбінації стовпців, що входять у підматриці В та 

)11( −≤≤ KiBT i
m і включають у себе хоча би один стовпець із 

підматриці В. 
Над стовпцями матриці В можуть вироблятися елементарні 

операції. Оскільки елементарні операції над стовпцями, що входять у 
лінійні комбінації теореми 3, змінюють одні лінійні комбінації на інші, 
то із цієї теореми випливає наслідок. 

Наслідок. Елементарні операції над стовпцями матриці В B2-коду 
призводять знову до матриці B2-коду. 

Матриці  В  оптимальних  B2-кодів  розмірності  (b, b –1)N  мають   
N = 2b. Наведемо достатню умову їхнього існування. 

Теорема 4. Матриця В розмірності )2( bb×  є матрицею 
оптимального B2-коду, якщо всі визначники виду 0, 1 ≠BTB k  для 

bk ...,,2,1= . 
Доведення.  Якщо визначники 0, 1 ≠BTB i  для 1...,,2,1 −= bi , то в 

них не міститься нульових лінійних комбінацій стовпців. Розглянемо  

визначник BTB b
1, . Він має вигляд

12

1 0
MM

M b , де М1, М2, 0b – квадратні 

матриці розмірності b. Матриця 0b складається з нулів. За властивістю 
діагонального визначника й з урахуванням таблиці множення в полі 
модуля 2 маємо 

1
0

, 121
12

1
1 ==⋅== MMM

MM
M

BTB bb  

для оптимального коду. Отже, стовпці матриці М1 лінійно незалежні. 
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У матриці BTB k
1,  для k = b, b + 1, ..., 2b – 1 ніяка лінійна  

комбінація, що включає в себе стовпці з лівої половини матриці, не 
може дорівнювати 0, оскільки верхні половини цих стовпців, що утворять 
матрицю М1 лінійно незалежні, а верхні половини стовпців із правої 
половини матриці складаються з нулів. Таким чином, умови теореми 3 
виконуються для всіх визначників 12...,,2,1, 1 −= bjBTB j .  

Приклад 15. ЗК із матрицею В =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

00
01
01
10

 задовольняє умовам 

теореми 4 і є оптимальним B2-кодом. Цей приклад наведений Пітерсоном. 
Код з матрицею 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

10000101
00100001
00001000
00000010

;

01
01
00
10

NHB  

не задовольняє теоремі 4, але відповідно до теореми 3 також є B2-кодом. 
Матриці кодів, розглянутих у теоремі 4, дійсно оптимальні, що 

випливає з наступного твердження. 
Теорема 5. Матриця розмірності ( )bN ×  при N < 2b не є матрицею 

B2-коду. 
У роботах з теорії згорткових кодів наводиться систематична 

процедура побудови матриць оптимальних B2-кодів.  
Коди для довільного b можна  синтезувати у вигляді 

⎥
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Нижня частина останньої матриці для b = 7 має вигляд 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

110001
10001
1011
111
11
1

B  

Коди  для  b < 7 отримуються простим відкиданням нижніх 7 – b 
рядків матриці. Легко перевірити, що коди задовольняють теоремі 4. 

Для фазонезалежних або В1-кодів також можна сформулювати 
умову, аналогічну теоремі 2, для чого, на відміну від теореми 3, у 
якості першої потрібно брати  або пачку [ ]biii xxx ,2,1, ,...,, , або одну з b – 
1 пачок 

[ ] [ ]1,11,1,1,1,3,2, ,...,,...,,...,, −+++ biibiibiii xxxxxxx , 
а в якості 2-ї пачки – всі інші 1)2( +− bN  пачок, які можуть бути 
розміщені в захисному проміжку – замість 1−N  пачок помилок 
теореми 3. 
 

2.2.4. Зображення згорткових кодів та оцінка їхньої кодової відстані 
 

Перш ніж перейти до оцінок кодової відстані ЗК розглянемо приклад 
найпростішого згорткового кодера, призначеного для використання у 
двійковому каналі. Інформаційна послідовність 

...,2,1...,,...,,, 21 == tuuuu t  
надходить у регістр зсуву довжини 3=N , деякі з розрядів якого пов'язані з 
двома суматорами за модулем 2. Суматори здійснюють додавання після 
кожного надходження нового інформаційного символу в кодер і передають 
результат додавання на відповідний контакт комутатора. У комутатор, 
поряд з вихідними символами суматорів, які іноді називаються 
перевірочними, надходить (на контакт 1K ) безпосередньо із входу кодера 
інформаційний символ. Комутатор здійснює зчитування цих символів 
(перевірочних і інформаційного) після кожного їхнього надходження й 
передає їх у канал; символи на виході комутатора утворюють кодову 
послідовність. 

Тому що на кожний інформаційний символ припадає три символи 

кодової послідовності, швидкість передавання по каналу дорівнює 
3
1

=R . 

Зображений на рис. 2.56 кодер є систематичним кодером, оскільки 
по каналу, поряд з перевірочними символами, передаються й інформаційні 
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символи. Якщо забрати відвід, що з'єднує вхід кодера з контактом 1K , і 
сам контакт, отримаємо несистематичний згортковий кодер зі швидкістю 

передавання 
2
1

=R . 

На рис. 2.57 наведена схема загального двійкового згорткового 
кодера. У N  розрядах ре-
гістру зсуву кодера міс-
тяться інформаційні сим-
воли, які надходять у 
крайній лівий розряд ре-
гістра й виводяться із пра-
вого, N -го розряду. На 
відміну від кодера, зобра-
женого на рис. 2.56, кому-
татор робить зчитування 
вихідних символів сума-
торів, число яких дорівнює ...,3,2, =mm , не після кожного надходження 
інформаційного символу, а після кожних ,...2,1, =ll  символів (відповідно 
після кожних l  зсувів регістру). З міркувань зручності надалі будемо 
вважати, що N  завжди вибирається кратним l . Позначимо відношення 

n
l
N
= . 

Легко бачити, що швидкість передавання розглянутого кодера 

m
lR = . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 2.57 – Загальний двійковий згортковий кодер 

 
Для того щоб задати двійковий згортковий кодер, необхідно 

зазначити, які розряди регістру зсуву пов'язані з кожним із суматорів за 
модулем 2. Зв'язки i -го суматора за модулем 2 описуються шляхом 
завдання i -х породжуючих послідовностей. 

Вихідний сигнал i -го суматора (після надходження t -го символу tu ) 
дорівнює 
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Рисунок 2.56 – Найпростіший двійковий  
згортковий кодер 
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1121 ...)( +−− ⊕⊕⊕= NtiNtitii ugugugts , (2.77) 
де 0=tu при 0≤t . 

Породжуючі послідовності повністю визначають структуру 
двійкового кодера. 

Доречно відзначити тут наступну просту, але важливу властивість 
згорткових кодерів. 

Лема 3. Для будь-якого згорткового кодера сума ξ′⊕ξ  кодових 
послідовностей ξ  і ξ′  відповідних інформаційним послідовностям u  і u′ , є 
кодова послідовність, яка відповідає інформаційній послідовності uu ′⊕ . 

Лема безпосередньо випливає з (2.77) і визначення суми ξ  і ξ′  за 
модулем 2. Коди, що мають властивість, сформульовану в лемі 3, 
називаються лінійними. 

Кодер на рис. 2.57 є несистематичним згортковим кодером. Його 
можна перетворити в систематичний згортковий кодер, якщо перший 
суматор зв'язати лише з першим розрядом регістру, другий – із другим 
розрядом, l -й – лише з l -м розрядом (передбачається, що число суматорів 
m  завжди більше l ). 

Важливою характеристикою кодера є довжина кодового обмеження 
nm=ν , що лінійно залежить від довжини регістру N . Довжиною кодового 

обмеження називається число кодових символів, породжуваних кодером у 
проміжку часу між надходженням у нього даного інформаційного символу 
й виведенням його з регістру. Довжина кодового обмеження відіграє в 
теорії згорткових кодів роль, аналогічну довжині блока в теорії блокових 
кодів. Для спрощення формулювань надалі будемо використовувати 
термін ),( νR -кодер. Він означає згортковий кодер зі швидкістю 
передавання R  й довжиною кодового обмеження ν . 

Розглянутий вище згортковий кодер – це кінцевий автомат, стан 
якого TU  в момент після надходження інформаційного підблока )(l

Tu  
визначається n  підблоками, що зберігаються в регістрі зсуву 

{ })()(
1

)(
1 ,,..., l

T
l

T
l

nTT uuuU −+−= . (2.78) 
Роботу кінцевого автомата зручно описувати за допомогою діаграми 

станів. Діаграма станів згорткового кодера, зображеного на рис. 2.56, 
показана на рис. 2.58. Стрілками показані можливі переходи між станами; 
уздовж стрілок записані кодові символи, які генеруються кодером при цих 
переходах. 

Стан кодера { }0,...,0,0=TU  будемо називати нульовим, інші стани 
називаються ненульовими. 

Розглянемо дві інформаційні послідовності 
)()(

2
)(

1 ,...,, l
T

ll uuuu =   (2.79) 
і 
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)()(
2

)(
1 ,...,, ′′′=′ l

T
ll uuuu , (2.80) 

які можуть надходити у згортковий кодер, довжина регістру якого 
розрахована на зберігання n  підблоків. Ці послідовності й стани кодерів, у 
які надходять ці послідовності, називаються суцільними в T -му підблоці, 
якщо 

...,2,1,0,,,..., )()()(
1

)(
1

)(
1

)(
1 ==== ′

−−
′
+−+− Tuuuuuu l

T
l

T
l

T
l

T
l

nT
l

nT  (2.81) 
(за визначенням будемо вважати 0,)()( <= ′ Tuu l

T
l

T ). 
Розглянемо два можливих стани довільного згорткового кодера в 

момент після надходження T -го блока: 
),,...,( )()(

1
)(

1
l

T
l

T
l

nTT uuuU −++= , (2.82) 
),,...,( )()(

1
)(

1
′′

−
′
+−=′ l

T
l

T
l

nTT uuuU . (2.83) 

Нехай виконується )()()(
11

)()( ,..., ′
+−+−

′
−− ==≠ l

T
l

T
l

iTiT
l

iT
l

iT uuuuuu . 
Величина im  називається ступенем злиття між станами TU  й TU ′ ; тут m  
– число кодових символів у підблоці. Якщо TT UU ′= , тобто стан 
суцільний, за визначенням вважаємо ступінь злиття рівним ν . 

Поряд з діаграмою станів зручним апаратом для дослідження 
декодування є кодове дерево. На рис. 2.59 показане кодове дерево для 
згорткового кодера, зображеного на рис. 2.56. Точками виділені вузли 
кодового дерева. Крайній ліворуч вузол називається початковим. Відрізки 
між сусідніми вузлами називаються ребрами. Сукупність декількох 
послідовних ребер називається гілкою.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 2.58 – Діаграма станів 
згорткового кодера, зображеного 

на рис. 2.56 

Рисунок 2.59 – Кодове дерево  
для згорткового кодера, зображеного 

на рис. 2.56 
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Кожний вузол відповідає певній інформаційній послідовності на 
вході кодера. Початковий вузол відповідає моменту, коли в кодер ще не 
надходила інформаційна послідовність. Щоб визначити, який вузол 
відповідає даній інформаційній послідовності, необхідно рухатися з 
початкового вузла по кодовому дереву, роблячи з вузла крок вниз, якщо 
інформаційний символ, що надходить, дорівнює 0, і крок вгору, якщо він 
дорівнює 1. Записані уздовж прохідного шляху нулі й одиниці являють 
собою кодові символи, що відповідають даній інформаційній 
послідовності. На рис. 2.59 пунктиром показано шлях, що відповідає 
інформаційної послідовності 101. 

Надалі в тих випадках, коли це не викликає непорозумінь, будемо 
ототожнювати ребра й гілки з відповідними їм кодовими символами, а 
вузли – з кодовими інформаційними символами, записаними уздовж гілок, 
що з'єднують цей вузол з початковим. Довжиною гілки будемо називати 
число кодових символів у ній, глибиною вузла будемо називати число 
кодових символів у гілці, що з'єднує цей вузол з початковим. Сукупність 
вузлів, що належать одній гілці, глибина яких не перевищує τ, називається 
τ-зрізаною гілкою. Два вузли, відділені одним ребром, називаються 
сусідніми. Вузол, відділений від даного одним ребром і лежить на більшій 
глибині, називається безпосередньо наступним за ним. Вузол, відділений 
від даного одним ребром і лежить на меншій глибині, називається 
безпосередньо попереднім даному. Вузли, що мають загальний 
безпосередньо попередній вузол, називаються суміжними. 

На рис. 2.59 з кожного вузла виходить два ребра, а кожне ребро 
складається із трьох двійкових символів, що відповідає швидкості 

передавання 
3
1 . У випадку загального згорткового кодера з кожного ребра 

виходять lL 2=  ребер і кожне ребро складається із m  двійкових символів. 
Розглянемо довільне ребро S  кодового дерева, зумовлене вузлом, з 

якого воно виходить, і вузлом, яким воно закінчується. Назвемо S -
піддеревом сукупність вузлів кодового дерева, в яких гілка, що з'єднує 
його з початковим вузлом, містить ребро S ; τ-зрізаним S -піддеревом 
назвемо сукупність тих вузлів S -піддерева, глибина яких не більше τ. 

Уведемо також додаткові визначення, пов'язані з передачею 
конкретної інформаційної послідовності. Правильною гілкою кодового 
дерева назвемо гілку, що відповідає переданій інформаційній 
послідовності. Першим неправильним піддеревом називається сукупність 
вузлів кодового дерева, у яких гілка, що з'єднує його з початковим вузлом, 
не містить ніяких вузлів правильної гілки, крім першого, початкового 
вузла. Аналогічно i -м неправильним піддеревом називається сукупність 
вузлів кодового дерева, у яких гілка, що з'єднує його з початковим вузлом, 
містить у собі 1-,2-, …, i -й вузол правильної гілки, і не містить ( 1+i )-й 
вузол. 
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Перш ніж переходити до аналізу процесів кодування й декодування, 
сформулюємо вимоги до кодера й побудованого на його основі декодера. 
Першою основною властивістю кодера повинне бути його практичне 
здійснення, що залежить від складності кодера. Складність згорткового 
кодера визначається числом його найпростіших елементів, якими є 
розряди в регістрі зсуву, суматори за модулем 2 і зв'язки суматорів з 
розрядами регістру зсуву. Відзначимо, що практично число суматорів 
рідко перевищує 5, довжина регістру зсуву має порядок декількох десятків 
одиниць, а кожний суматор зв'язаний приблизно з половиною розрядів 
регістру. Тому можна вважати, що складність згорткового кодера лінійно 
залежить від довжини регістру або від довжини кодового обмеження. 

Друга вимога, що ставиться до кодера – надійність виробленого ним 
кодування, зумовлена ймовірністю правильного декодування. Очевидно, 
що не кожний вибір зв'язків у згортковому кодері призведе до задовільної 
побудови кодера. Наприклад, свідомо погано зв'язувати кожний із 
суматорів з тими самими розрядами регістру. Тому, насамперед, необхідно 
переконатися в існуванні кодера, в якого надійність виробленого ним 
кодування задовольняла б проектувальника. 

Значною мірою надійність кодування визначається сукупністю 
кодових відстаней між послідовностями, породжуваними кодером. 

Нехай )(τξ  – довільна кодова послідовність довжини τ на виході 
згорткового кодера. Вагою d  цієї послідовності називається число 
одиниць у цій послідовності )( )(τξ= dd . Відстанню Хеммінга між двома 
послідовностями на виході згорткового кодера )(τξ  й )( ′τξ  називається вага 
їхньої суми за модулем 2 

)( )()( ′ττ ξ⊕ξ= dd , 
де додавання за модулем 2 між двома векторами визначено вище. Надалі 
ми будемо вивчати відстань Хеммінга між різними гілками кодового 
дерева. 

Таким чином, відстань Хеммінга між двома кодовими 
послідовностями визначається числом символів, в яких вони 
відрізняються. Аналогічно блоковому випадку умовимося говорити, що 
декодування правильне, якщо всі символи на виході декодера збігаються з 
переданими, і неправильним – у противному випадку. Зрозуміло, що якщо 
відстань Хеммінга переданої кодової послідовності від будь-якої іншої 
можливої послідовності не менше, ніж мінd , декодер може правильно 
декодувати її в усіх випадках, коли при передаванні було спотворено не 

більш ніж ⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

2
1мінd  символів, де ⎣ ⎦x  означає цілу частина числа x . Тому 

однією з характеристик надійності кодування (правда, не завжди 
достатньою) є мінімальна відстань між кодовими послідовностями. 
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При теоретичному розгляді звичайно обмежуються знаходженням 
відстаней між кодовими послідовностями, які відповідають інформаційним 
послідовностям з відмінними першими підблоками (інші підблоки можуть 
бути довільні). 

Розглянемо довільний згортковий ( ν,R  )-кодер. Зафіксуємо довільну 
кодову послідовність )(τξ . Нехай для початку ν≤τ . За визначенням, 
будемо вважати цю гілку правильною. Розглянемо безліч гілок її першого 
неправильного τ-зрізаного піддерева. Позначимо через ( )τνυ ,,d  число 
кодових послідовностей цього піддерева, відстань яких до послідовності 

)(τξµ  дорівнює d .  
Відповідно до значення d  відстань між двома кодовими 

послідовностями дорівнює вазі їхньої суми за модулем 2. Додамо 
послідовність )(τξ  за модулем 2 до всіх гілок кодового дерева. При цьому 
відповідно до леми 3 послідовність )(τξ  перейде в кодову послідовність, 
що відповідає нульовій (тобто цілком складається з нулів) інформаційній, а 
кодові послідовності її першого неправильного піддерева перейдуть у 
кодові послідовності першого неправильного піддерева для нульової 
інформаційної послідовності. 

Таким чином функція ( )τνυ ,,d  не залежить від вибору послідовності 
)(τξ  й знаходиться шляхом підрахунку ваг кодових гілок у першому 

неправильному τ-зрізаному піддереві. Величина ( )τνυ ,,d , розглянута як 
функція d , називається τ-спектром коду. Максимально можливе значення 
d , рівне мінd , таке, що при мінdd <  функція ( )τνυ ,,d  перетворюється на 
нуль, називається мінімальною кодовою відстанню. 

Тепер розглянемо випадок ν>τ . Нехай нас цікавить мінімальна 
відстань кодової послідовності )(τξ  до кодових послідовностей її першого 
неправильного піддерева. Без обмеження спільності можна вважати, що 

)(τξ  відповідає нульовій інформаційній послідовності. Якщо, у першому 
неправильному піддереві є вузли, в яких ступінь злиття з правильною 
гілкою дорівнює ν . З кожного такого вузла виходить одна гілка, в якій всі 
наступні символи збігаються із символами правильної гілки. Отже, при 
знаходженні мінімальної відстані не обов'язково розглядати всю гілку, 
можна обмежитися розглядом відстані між гілками лише до моменту 
їхнього злиття. 

Дамо визначення τ-спектра у випадку ν>τ . 
Вузол розглянутого піддерева називається ( ντ, )-істотним, якщо: 
а) його глибина дорівнює τ, або 
б) його ступінь злиття з правильною гілкою дорівнює ν . 
У більшості випадків ( ντ, )-істотні вузли будемо називати просто 

істотними.  
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У даних позначеннях функція ( )τνυ ,,d  визначається як число 
істотних вузлів першого неправильного піддерева, вага яких дорівнює d . 

Спектр характеризує згортковий код безвідносно до каналу, по якому 
виконується передавання. Надійність методу кодування – декодування при 
передачі по конкретному каналу характеризує ймовірність правильного 
декодування. 

Однією з найважливіших характеристик згорткового коду є його 
вільна відстань – df . Воно визначається, як мінімальна вага шляху по 
модифікованій діаграмі коду з вузла S0, що ліворуч, до вузла S0, що 
праворуч. Значення df легко визначити з вигляду породжуючої функції, 
оскільки воно дорівнює показнику степеня біля змінної D у першому члені 
ряду. Так, наприклад, для розглянутого коду (5,7) df = 5. Вільна відстань 
для лінійного згорткового коду збігається зі значенням мінімальної кодової 
відстані і значною мірою визначає завадостійкість системи зв'язку. Якщо 
код нелінійний, то пошук мінімальної кодової відстані вимагає набагато 
більше ресурсів, тому що в цьому випадку мінімальну кодову відстань 
необхідно вираховувати порівнюючи всі можливі кодові комбінації між 
собою, а не тільки з нульовою кодовою комбінацією. 

При розрахунку завадостійкості лінійних згорткових кодів важливе 
значення має ваговий спектр коду. Його можна отримати із породжуючої 
функції, якщо привласнити змінній L = 1. В такому випадку породжуюча 
функція для коду (5,7) набуває вигляду 

...2...2),( 15265 ++++= ++ mmm NDNDNDNDT  ,           (2.84) 
потім слід знайти похідну від функції за змінною N і прирівняти N = 1, тоді 
отримаємо вираз 

...2)1(...124),( 5765

1
++++++= +

=

mm

N
DmDDD

dN
NDdT   .  (2.85) 

Згідно з цим виразом, код має одну напівнескінченну послідовність 
вагою 5 одиниць, чотири послідовності вагою 6, дванадцять 
послідовностей вагою 7 і так далі. 

У загальному вигляді цей вираз можна записати у вигляді 

∑=
= k

k
k

N
Dw

dN
NDdT

1

),(  ,                                 (2.86) 

де k ≥ df – ціле число. Набір коефіцієнтів wk називається ваговим спектром 
згорткового коду. Спектр коду називає загальну кількість помилок на 
виході декодера, якщо замість правильної кодової комбінації при 
декодуванні буде обрано помилкову. Таким чином, імовірність помилки на 
біт на виході декодера kk Pwp < , де Pk – ймовірність обрання при 
декодуванні помилкової комбінації ваги d = k. 
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де P0 – середня ймовірність помилки символу в каналі. 
Наприклад, для каналів із  ФМ-2 або ФМ-4  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0
0

2
N
EerfP b , 

де ∫
∞ −

π
=

x

t

dtxerf 2

2

2
1)( e  – інтеграл помилок. 

Тоді, для коду з відносною швидкістю кодування R 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0

2
N

RkEerfP b
k , 

а ймовірність помилки біта на виході декодера не перевищує значення 

∑
∞

=
≤

fdk
kk PwP  . 

Таким чином, знаючи спектр коду можливо обчислити його 
характеристики завадостійкості. Найпоширенішою характеристикою 
вимірювання завадостійкості є енергетичний виграш кодування (ЕВК). 
ЕВК визначає на скільки, порівняно з некодованим передаванням сигналу, 
можна зменшити енергію сигналу в каналі залишивши незмінною 
ймовірність помилки. 

Якщо для коду відома тільки вільна відстань df, то можна 
розрахувати асимптотичний енергетичний виграш кодування (АЕВК), 
тобто приблизну величину завадостійкості. Так, якщо в каналі застосовано 
модуляцію ФМ-4 або ФМ-2, то АЕВК легко розрахувати за виразом 

[ ]дБAEBK ,
4

2
log10 fd

= ,                                (2.88) 

а якщо відомо спектр коду, то ймовірність помилки можна обчислити з 
більшою точністю. 

На жаль не всі згорткові коди можна використовувати для боротьби з 
помилками. Такі коди дістали назву катастрофічних кодів. У них кожну 
кодову послідовність породжує більше, ніж одна інформаційна 
послідовність. Наприклад, розглянемо двійковий згортковий код (3,3). 
Інформаційна послідовність B1 = {… , 0, 0, 0, …} породжує кодову 
послідовність S1 = {…,00,00,00,…}, інформаційна послідовність B2 = 
={…,1,1,1,…} породжує кодову послідовність S2 = {…,00,00,00,…}, яка 
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нічим не відрізняється від послідовності S1. Таким чином, декодер за 
кодовою послідовністю не може винести рішення про те, яка інформація 
передавалась за будь-який інтервал часу. Тобто виникає «катастрофа», 
пов'язана з неможливістю прийому. 

Універсальною ознакою катастрофічного коду є те, що визначальник 
його матриці переходів дорівнює 0. Стосовно лінійних двійкових 
згорткових кодів є більш очевидна ознака, а саме, якщо кожний 
породжуючий поліном згорткового коду має парну кількість зв’язків, то 
цей згортковий код катастрофічний. Такі коди неможливо 
використовувати в каналах зв'язку. 

 
2.2.5. Методи декодування згорткових кодів 

 
Процес декодування будь-якого коду полягає у виборі такої можливої 
переданої кодограми Xj , яка віддалена від прийнятого сигналу Zj   на 
мінімальну відстань, в результаті чого ймовірність )( jX ZP

j
 є 

максимальною. Оцінка ймовірності )( jX ZP
j

 при послідовному 
декодуванні згорткових кодів відбувається не при повній довжині п  
сигналу Z j, а послідовно при довжині груп символів, що приймаються, v, 
2v, ξν ,…, п .  Якщо при ν  символах ймовірність )( jX ZP

j
 більше деякого 

порогового значення Р0, то аналіз продовжується при значенні 2ν  і т. п. 
Якщо ж при ξν виявляється, що )( jX ZP

j
<P0, то кодограма X j  вважається 

малоймовірною і відкидається (оцінка ймовірності передачі Х j при 
довжинах груп символів g v  <  ξν не робиться). Деревовидна структура 
кодового дерева дозволяє виключити із розгляду всі п - значні кодограми, 
які співпадають з відкинутою імпульсною послідовністю у перших ξν  
розрядах. Дуже правдоподібно, що невірні послідовності будуть відкинуті 
в процесі розв’язання при малому ξν. Це дозволяє виключити із розгляду 
значну кількість помилкових послідовностей символів за невеликого 
обсягу обчислень. 

Процес  декодування  являє  собою  рух по кодовому дереву, коли 
кодоперетворювач намагається побудувати   т-гілчастий шлях до однієї з 
2Т його вершин, при цьому він формує гіпотетичну послідовність Xrj і 
порівнює її з Z j.  

Нехай в процесі декодування символу х ,  проходиться шлях із lv 
гілок (0 < lv < т ) ;  при цьому створюється функція розузгодження. 

)())()(()()()( vvrjvjvrjvjv lUlXlXlXlZl шp ⊕⊕=⊕=θ , (2.89) 
де Uш (lv) – реалізація завади. 

Для аналізу шлях по кодовому дереву зручно уявити в координатах 
( vl,pθ ). Якщо при  кожному кроці декодування розв’язання правильне,  то  
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X rj(lv)= Xj(lv) і )()( vv lUl шp =θ . Цей випадок відповідає руху за вірними 
гілками дерева і для (1/3)-коду і однієї із реалізацій Uш(lv) показаний на 
рис. 2.60. 

За помилкового розв’язання X rj(lv) ≠Xj(lv) і функція )( vlpθ  
визначається виразом (2.89). Цей випадок показаний на рис. 2.60, б. 
Пунктирні лінії відображають збільшення кодової відстані (1/3)-коду зі 
зростанням lv при різної кількості помилок. Декодуючий пристрій буде 
рухатись по одній з цих ліній; при появі додаткових помилок пристрій 
переходить на іншу лінію. Таким чином, величина ),()( шp Ulfl vv =θ .  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    а)      б) 

Рисунок 2.60 – Функція розузгодження )( vp Lθ  

Функція )( vlpθ  являє собою вектори помилок змінної довжини. На 
кожному кроці пошуку визначається її вага: 

)())())()((()( vvvrjvjv ldlUlXlXlw =⊕⊕= шp  
Якщо для деякого кроку величина d(lv) не перевищує деякого 

допустимого значення DП, відповідна гілка кодового дерева вважається 
прийнятою і аналізуються наступні гілки. Якщо ж d(lv) > DП, то обраний 
шлях вважається малоймовірним і кодоперетворювач повертається назад 
до найближчої недослідженої гілки дерева, для якої d(lv) < DП, і знову 
починає рухатися вперед по шляху, де ця умова виконується. Відкидання 
малоймовірної гілки кодового дерева і всіх наступних з нею зв'язаних гілок 
суттєво зменшує множину досліджуваних комбінацією символів. Якщо ж 
знову d(lv) > DП, то робиться ще один крок назад і т.п. до того часу, поки 
не буде знайдена послідовність rjX ,  яка відрізняється від Zj  на допустиму 
кількість символів на повній довжині пошуку. Тоді перший інформаційний 
символ вважається остаточно декодованим, початок відліку в 
послідовності символів, що приймається, переноситься до сусіднього вузла 
дерева і починає аналізуватися його чергове ребро. Оскільки малоймовірні 
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послідовності символів вилучаються у процесі розв’язання, то величину 
DП будемо називати порогом розузгодження. 

Приклад 16. Повідомлення S = 1001, закодоване (1/5)-кодом в 
канонічній формі, утворює кодограму Х j =11111 01010 00111 11100, 
показану на рис. 2.61 жирною лінією. Нехай вектор завади Uш = 0, тоді 
декодувальний пристрій вибере в першому вузлі кодового дерева те ребро, 
яке співпадає з першою v = 5-значною групою символів прийнятої 
послідовності Zj.  Тим самим задається напрямок на другий вузол, де буде 
обрано ребро, співпадаюче з 5-значною групою символів Zj і т.д. 
Очевидно, що в розглядуваному випадку 
процедура декодування не викликає 
ускладнень. 

У каналі з шумами повного 
співпадання ребер гілок кодового дерева 
не може бути. Тому в кожному вузлі 
обирається те ребро, яке відстоїть від Z j  
на мінімальній відстані. Нехай, наприк-
лад, Uш = 10100 10101 00000 01000,  тоді   
Z j  = 01011 11111 00111 10100. В цьому 
випадку декодування відбувається вірно 
до вузла а, а потім буде обраний 
помилковий шлях до вузла б. Проте в 
подальшому помилка буде виявлена, 
оскільки жодна гілка, що лежить за 
вузлом б ,  не розташована так близько 
до Z j ,  як вірна гілка, і код пере-
творювач повернеться до вузла а і далі 
піде вірним шляхом. 

Вибір величини порога розузгодження суттєво впливає на 
ймовірність помилки декодування й обсяг обчислень. Розглянемо деякі 
алгоритми вибору DП. 

Алгоритм Возенкрафта. Цей алгоритм заснований на 
ймовірнісному тлумаченні величини DП. Задамося деяким додатним 
числом аk, яке називається ймовірнісним критерієм, таким що ймовірність 
появи на шляху із lv ребер DП   або більше помилок не перевищувала 
величини ka−2 . За такого завдання ak є функція lv, яка задовольняє умові: 

p(d(lv)>DП) < ka−2 .  (2.90) 
При декодуванні може використовуватися один канал або декілька 

ймовірнісних критеріїв і відповідні їм пороги розузгодження DП .  
З точки зору простоти декодуючого пристрою доцільно задати 

лінійний закон зміни )( vlpθ  зі зміною довжини пошуку (пряма І на 
рис. 2.62, а, тангенс куту нахилу якої дорівнює vp0).  Величина d(lv) 
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вздовж вірного шляху декодування буде відображатися кривою II. 
Пунктирні криві III та IV відповідають зміні величини d(lv) вздовж 
неправильного шляху декодування із початкового (lv=0) і проміжного 
lv  = j вузлів кодового дерева. 

Являє інтерес гранична оцінка обсягу обчислень N0,  який повинен 
проробити декодуючий пристрій для виявлення правильного шляху на 
кодовому дереві. При цьому в одне обчислення  входять  визначення ваги 
d(lv +1) за вагою d(lv) та символах )1( +vlvx  і )1( +vlvz  послідовностей Xrj та 
Zrj і порівняння d(lv+1) З  DП(lv +1):  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )11 11 +≥≤⊕+=+ ++ vlvlvvv lDzxldld
vv П  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
    а)     б) 

 

Рисунок 2.62 – Характеристики однопорогового декодуючого пристрою 
 

Звідси виходить, що за заданого аk величина N0  зростає лінійно зі 
збільшенням п. Звідси можна зробити висновок щодо доцільності 
однопорогового декодувального пристрою, який використовує один 
критерій аk. Проте такий алгоритм не дає достатньо хороших результатів. 
Дійсно, помилка при декодуванні символу x j  може відбутися у двох 
випадках: 

 – якщо відкинута вірна підмножина гілок кодового дерева, а в 
невірній підмножині є хоча б одна послідовність, яка задовольняє 
обраному значенню аk( DП); 

 – якщо вибір вірної гілки кодового дерева ускладнений, то обидві 
підмножини гілок відкидаються і формується сигнал захисної відмови. 

При вдалому виборі виробляючої послідовності відстань між 
кодограмами обох підмножин досить велика і перший випадок 
малоймовірний – він може наступити тільки в каналах з високим рівнем 
шумів. Другий випадок може мати місце при виборі завищеного значення 
DП. Практично ймовірність помилки декодування (ймовірність відкидання 
вірної послідовності при заданому аk) при використанні єдиного порога 
DП визначається можливістю такої ситуації, і можна вважати, що верхня 
границя цієї ймовірності: 
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p(d(lv)>DП) ka−≈ 2 .  (2.91) 
Для експоненціального спадання ймовірність помилки декодування 

зі зростанням п необхідно, щоб величина аk лінійно залежала від п. Проте 
при цьому обсяг обчислень, а отже, складність декодуючого пристрою 
буде зростати за експоненціальним законом. Це є основним недоліком 
одонопорогових декодуючих пристроїв. 

Здатність коду виправляти задане число помилок на заданій довжині 
пошуку характеризується пороговою характеристикою (ПХ). Вона 
будується накладанням кривих рис. 2.62, а та 2.62, б за заданої кількості 
помилок у каналі. На окремих ділянках функція розузгодження лежить 
нижче ПХ, що відповідає критерію максимуму правдоподібності. Тому 
декодуючий пристрій шукає таку функцію )( vlpθ , вага якої нижче рівня 
ПХ. Перевищення цього рівня свідчить про невірний вибір за кодовим 
деревом або про різке зростання рівня завад у каналі зв'язку. 

Однопороговий декодуючий пристрій доцільний тільки тоді, коли 
кількість помилок не перевищує деякого допустимого значення, а самі 
помилки розподілені в кодограмі рівномірно. Зміна закону розподілу 
помилок призводить до зростання обсягу обчислень на ділянці з низьким 
рівнем завад, оскільки, якщо помилки з'явилися в кінці ділянки шляху, що 
аналізується, то для декодуючого пристрою існує багато варіантів вибрати 
на ділянці І неправильний шлях (область помилкових шляхів на 
рис. 2.62, б заштрихована). 

Для того, щоб запобігти експоненціального зростанню обсягу 
обчислень, слід використовувати зростаючу послідовність критеріїв ak1 .. .,  
akj,  ...  і відповідну множину порогів DП(l), ... , DП(j), ... . При цьому 
декодуючий пристрій повинен зберігати в пам'яті (або повинен бути 
здатний обчислювати) матрицю порогів розузгодження 

)(...)()(
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)2(...)2()2(
)1(...)1()1(

21

1

21

jDjDjD

DDD
DDD

M D

ПППП

ППП2П

ПППП

= ,   (2.92) 

і-ий рядок якої відповідає критерію аk і. 
Алгоритм декодування символу хj в цьому випадку має наступний 

вигляд: 
 – обирається найменший критерій аk1  і відкидаються всі п-значні 

послідовності символів, які відрізняються від прийнятої в DП(1) або 
більшої кількості символів; при цьому, звісно, перевірка кожної 
послідовності починається з  k  = 1 ; 

 – після виявлення деякої послідовності символів, яка задовольняє 
критерію аk1 на довжині п, символ х1 вважається декодованим; 
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 – якщо всі послідовності символів множини {х} не задовольняють 
критерію аk1  на довжині п, то береться критерій аk2  і т.п. до того часу, 
поки не буде знайдена послідовність, яка задовольняє критерію akj.  

Отже, багатопороговий алгоритм оброблення сигналів зводиться до 
автоматичного підстроювання декодуючого пристрою до рівня завад у 
каналі зв'язку методом послідовного наближення. 

Алгоритм Возенкрафта заснований на лінійному законі зміни порога 
DП, оскільки оцінка ймовірності декодування шляхом прийняття рішення на 
повній довжині пошуку автоматично переносяться окремі ділянки 
кодограм. Це передбачає в свою чергу рівномірний закон розподілу 
помилок у каналі зв'язку, що звужує область застосовності алгоритму. 

Алгоритм Фано. Цей алгоритм був запропонований для ДСК і 
полягає в наступному. Введемо  замість  кодової відстані d(lv) нормовану 
функцію розузгодження: 

ПОПр.н. lvpldl vv −=θ )()( , (2.93) 

де ОПvp – тангенс нахилу порогової характеристики. При цьому сімейство 
порогів буде являти собою множину горизонтальних ліній з кроком 
квантування П∆ . Очевидно, що для вірного шляху декодування функція 

)(. vlр.нθ  – від'ємна, а для помилкового шляху – додатна. 
Кожний вузол і вершина кодового дерева характеризується своїм 

значенням )(. vlр.нθ , що дозволяє подати кодове дерево в координатах 
)(. vlр.нθ . Це показано на рис. 2.63 для випадку кодування тризначного 

повідомлення. Будемо вважати, що вузол кодового дерева не порушує 
порогові рівняння, які лежать не нижче нього; всі рівні, розміщені вище 

даного вузла, порушуються. Вузли, які 
відстоять від даного вузла на 
мінімальну і максимальну відстань 

)(. vlр.нθ , будемо називати відповідно 
найближчим та віддаленим вузлами 
(вузли В2 і В3 на рис. 2.63). 

У процесі декодування поріг у 
заданому інтервалі може набувати будь-
яких значень ПП ∆β=D , де β = 0, ± 1, 
± 2, ..., тобто є «плаваючим». Якщо 
припус-тити, що декодуючий пристрій 
містить вказівник руху (BP) і індикатор 
вузлів (IB), то процес декодування 
можна уявити як зворотно-поступовий 

рух IB. При цьому кожного разу перевіряється умова непорушення порога 
й при виконанні встановлюється найближче для даного вузла 
непорушуване значення порога. Цей процес ілюструється рис. 2.64. 
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У стартовій точці (lv = 0) поріг DП = 0, і BP показує напрямок руху 

на вузол В 1 ,  оскільки для нього цей поріг не порушується, при цьому 
виноситься гіпотетичне рішення 0 або 1 відносно інформаційного символу 
х1; у вузлі В1  встановлюється поріг DП1  = 0. Після цього BP показує шлях 
на вузол В2, і виноситься рішення про символ х2; у вузлі В2 
встановлюється поріг DП2= П∆− . Ця процедура продовжується до вузла 
В4, де встановлюється поріг DП4  = П∆− 2 , і BP показує шлях на вузол В5. 
Проте при цьому буде виявлений факт порушення порога DП4  і IB у вузол 
В3, при цьому рішення про символ х4 стирається. Звідси IB вирушить до 
вузла В6 і буде винесена нова гіпотеза відносно х4.  Оскільки при цьому 
поріг DП3= П∆− 2  порушується, то BP задає зворотний напрям руху, 
причому буде встановлений поріг DП3  = П∆− , а попереднє рішення 
відносно х4  стирається. За нового порогу DП3  = П∆−  BP знову перейде до 
вузла В4  з порогом DП4= П∆−  і далі зміститься до вузла В5.  Оскільки при 
цьому поріг виявиться порушеним, то BP повернеться до вузла В3 і потім 
перейде до вузла В6, для якого поріг DП6= П∆−  задовольняється, при 
цьому буде винесене рішення про символ х4 . Після цього IB переміститься 
до вузла В7, буде встановлений поріг DП7 = П∆− 2 , прийнято рішення про 
символ х5  і т.п. Процес декодування символів x1, ..., x10 ілюструється табл. 
2.9, де знак «+» й «–» означають відповідно наявність і відсутність 
порушень встановленого порога. 

Відзначимо, що вірний шлях декодування характеризується 
зменшенням величини )( vlр.н.θ  зі зростанням lv. При цьому декодувальний 
пристрій повинен мати великий об'єм пам'яті, оскільки перед тим, як 
збільшити поріг DП i   на П∆ , необхідно перевірити всі вузли кодового 
дерева, які лежать нижче даного порога. Фано запропонував спосіб 
спрощення алгоритму, проте й в цьому випадку його реалізація складна. 
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Рисунок 2.64 – Динаміка багатопо-
рогового послідовного декодування 
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Таблиця 2.9 – Процес декодування символів x1,...,x10 
 

Рішення про 
ix  

Номер 
вузла, 

iY  

Поріг, 
iDП  

Направ
лення 
ВР на 
вузол, 

jiY +  

Перевір
ка 

iDП  
для 
вузла 

jiY +  

Направ- 
лення 
ВР на 
вузол 

jiY +  

Перевір
ка 

iDП  
для 
вузла 

jiY +  

фіксу
ється 

стира
ється 

Встанов
люваль-
ний 
поріг 

0 0 1y  –   1x   0 

1y  0 2y  –   2x   П∆−  

2y  П∆−  3y  –   3x   П∆− 2  

3y  П∆− 2
 

4y  –   4x   П∆− 2  

4y  П∆− 2
 

5y  + 3y  –  4x  П∆− 2  

3y  П∆− 2
 

6y  + 2y  +   П∆−  

3y  П∆−  4y  –   4x   П∆−  

4y  П∆−  5y  + 3y  –  4x  П∆−  

3y  П∆−  6y  –     П∆−  

6y  П∆−  7y  –   3x   П∆− 2  

7y  П∆− 2
 8y  –   6x   П∆− 3  

8y  П∆− 3  9y  + 7y  +   П∆− 2  

8y  П∆− 2
 

9y  + 7y  –  6x  П∆− 2  

7y  П∆− 2
 10y  –   6x   П∆− 3  

10y  П∆− 3  11y  –   7x   П∆− 4  

11y  П∆− 4
 12y  + 10y  +   П∆− 3  

11y  П∆− 3  12y  –   8x   П∆− 3  

12y  П∆− 3  13y  –   9x   П∆− 4  

13y  П∆− 4
 14y  –   10x   П∆− 4  

 
Модифікація алгоритму Возенкрафта-Фано. Для розширення 

можливостей послідовного декодування слід відмовитися від лінійного 
закону наростання порога DП і здійснити статистичне узгодження 
швидкості зміни DП з потоком помилок у каналі. За відсутності помилок 
величина DП повинна бути постійною: при зростанні рівня завад поріг 
може змінюватися ступінчасто. Це дозволяє вибирати шлях за кодовим 
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деревом з різними швидкостями зміни функції ),( шp Ulvθ  й локалізувати 
ділянки з інтенсивними завадами. Такий принцип уперше був 
запропонований В.В. Деєвим та В.П. Черновим. 

Алгоритм роботи декодуючого пристрою повинен передбачати 
можливість появи рівномірно розподілених одиничних помилок і пакетів 
помилок. З цією метою розіб'ємо всю довжину пошуку L0,  вимірювану 
кількістю ребер, на відрізки довжиною l0; замість пошуку шляху на всій 
ділянці (0,L0) будемо здійснювати пошук на ділянках (0, l0), (l0, 2l0), …, 
(jl0,L0). Декодуючий пристрій послідовно аналізує гілки кодового дерева 
й відкидає як малоймовірні ті з них, для яких d(lv) > DП.  При появі 
одиничних помилок поріг DП збільшується на одиницю через певну 
кількість кроків l0. При отриманні відмови декодуючий пристрій 
повертається назад і при довжині  DП = const перевіряються попередні 
рішення на довжині проміжного пошуку LП = jγП ( j  = 1, 2, ...), де 
параметр 

000

00
Llr

Ll
−

=γП      (2.94) 

тут r0 – повна кількість помилок, що виправляються, на довжині пошуку L0. 
Якщо на довжині LП не буде знайдена кодова послідовність, 
задовольняюча значенню DП, то фіксується проміжна відмова, вважається, 
що відбулася подвійна помилка, поріг DП зростає на одиницю ( j  + 1) 
інтервал LП для перевірки гіпотези про трикратну помилку і т.п. При 
пошуку кодової послідовності з функцією pθ (lv)< DП інформаційний 
символ x1 вважається декодованим, початок відліку переноситься в 
наступний вузол кодового дерева, 
й аналіз продовжується. Якщо на 
довжині пошуку L0 жодна гілка 
дерева не задовольняє значенню 
DП  = DПмакс, то фіксується захис-
на відмова, декодування припи-
няється, а прийняті символи 
стираються. 

Реалізація алгоритму Фано 
характеризується низкою особи-
востей. Для їх з'ясування розгляд-
немо в загальному вигляді прин-
цип роботи декодуючого  
пристрою (2.51). Символи {z},  що приймаються, послідовно по одному 
вводяться в лінійки буферного регістру Р1. Кількість лінійок дорівнює v .  
Тому за цикл роботи комутатора К в однойменних комірках лінійок буде 
записане v-значне ребро кодового дерева. При надходженні нових v-
значних послідовностей записані символи зсуваються праворуч. Керуючий 

Пробні рішення xk, xk-1,… 

{z} 

{x} 

К v Р1 

Р2 

КП

II  –   IB  

Рисунок 2.65 – Принцип роботи 
декодуючого пристрою 

 – I  
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пристрій КП містить копію передавального кодоперетворювача, 
обчислювальний й логічний пристрої. В результаті формуються 
гіпотетичні ребра кодового дерева, обчислюється функція )( vlр.н.θ  і 
гіпотетичне значення інформаційних символів записуються в регістр 
пробних рішень Р2. У відповідності з алгоритмом і значенням )( vlр.н.θ  
індикатор вузла IB переміщується вздовж дистанції пошуку L 0 ,  при цьому 
переміщення праворуч відповідає зменшенню номера lv, а рух ліворуч – 
збільшенню lv.  Таким чином, комірки Р2, розміщені праворуч від IB, 
заповнені символами рішень, а ті, що знаходяться ліворуч від нього – 
порожні. Кожного разу, коли в регістр Р1  вводиться нове ребро кодового 
дерева, регістр Р2  й індикатор вузла зміщується на один розряд праворуч. 

Декодовані символи {x} виводяться з останньої правої комірки 
регістру Р2. Переміщення індикатора вузла, а отже, заповнення регістру Р2 
й формування декодованих символів {х} залежать від швидкості 
надходження символів {z} з лінії зв'язку, швидкості обчислень 
декодуючого пристрою й характеру потоку помилок. Якщо помилок мало 
(ділянка І на рис. 2.66), то обсяг обчислень при побудові гіпотези X rj 
невеликий й індикатор вузла знаходиться біля лівого вхідного кінця 
регістру Р2 . 

Пакети помилок (ділянка II 
на рис. 2.66) будуть збільшувати 
кількість кроків вздовж дослід-
жуваного шляху на кодовому 
дереві. При цьому декодуючий 
пристрій повинен мати можли-
вість переміщуватися далеко на-
зад. Це означає, що IB зміщується 
праворуч, в результаті чого прист-
рій може виявитися переванта-
женим й припинити нормально 
функціонувати. 

Аналіз таких найважливіших 
характеристик, як середня ймовір-
ність помилки р0  й середня кіль-
кість обчислень N0  для згорткових 
кодів ускладнюється двома причи-
нами. По-перше, регістри Р1 й Р2 

мають кінцеву довжину L0; в той самий час при інтенсивному потоці 
помилок може бути потрібний зворотний (до вершини) рух по кодовому 
дереву на кількість ребер lv,  що перевищує кількість комірок регістрів. 
По-друге, індикатор IB в процесі декодування може переміщуватися в двох 
напрямках – вперед і назад, які в статистичному відношенні нерівноцінні: 
якщо i-й вузол не порушує поріг DП j,  то з певною вірогідністю можна 
передбачити, що всі попередні вузли лежать на правильному шляху 

П∆− 2  

П∆− 4  

p. к.θ  

0 

П∆  

lv 

Рисунок 2.66 – Нормована функція 
розузгодження алгоритму Фано 

декодування 

П∆− 6  

I II 
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декодування; що стосується наступних вузлів, то відносно них ніяких 
висновків зробити неможливо. 

Тому представляють інтерес граничні оцінки величин р0  й N0, 
отримані в роботі для ДСК. Хоча згорткові коди можна розглядати як 
особливий тип блочних кодів, це не означає, що для них справедливо 
граничне значення середньої ймовірності помилки декодування символу: 

)( 02 ini vvn
np −−< ,                                  (2.95) 

де 
c

i
in F

vv
2

= – швидкість передавання інформації, виражена в дв.од/мірність 

сигналу; vio – граничне значення швидкості передавання інформації. Це 
пояснюється тим, що в блокових кодах кожний символ може впливати на 
будь-який символ блоку, в той час, коли в згорткових кодах інтервал 
обмеження зв'язків дорівнює µν символів. 

Для згорткових кодів верхня границя ймовірності помилки 
декодування визначається виразом: 

1,2
)1(

2
00 >α<

−α
µ

−

v
vAp ,             (2.95,а) 

де параметри 

.
21
2,

10
0

+α−
==α

v
A

v
v

in

i
v  

У залежності від типу каналу величина vi0 може змінюватися в 
границях від: 

))1(21(log1 0020 ppvi −+−=  
до 

)1(log1
2

20
ch

i ev −+−= . 
Ці вирази справедливі відповідно для 

симетричних й несиметричних двійкових 
каналів. 

Вказані граничні умови визначають 
важливі властивості згорткових кодів: 

– при vα  > 1 інтервал обмежень 
зв'язків (параметр µ) може бути 
збільшений без розширення обсягу 
обчислень, при цьому ймовірність 
невиявленої помилки зменшується 
експоненційно зі зростанням µ; 

– при vα  < 1 граничні помилки р0 й 
N0 порушуються; 

– згорткові коди з послідовним декодуванням придатні для широкого 
класу каналів. 

10-1

10-3

10-5 1,85 

1,43 
1,25 

1,12 

02,1=αv

 F(Mг > M0) 

 M0 102 104 1

Рисунок 2.67 – Інтегральна фун-
кція розподілу )( 0MMF >г  
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Випробування реальної системи показали, що величина N0  
визначається емпірично в основному параметром vα  і слабко залежить від 
абсолютних значень vi0 і vin. Для ( 6/1...2/1 )-кодів при vα  > l,l величина 
N0. 10...6≤  швидко збільшується зі зменшенням vα . Проте кількість гілок 
кодового дерева М г ,  досліджуваних в процесі руху від одного вузла до 
іншого, змінюється в широких границях. Інтегральна функція 
розподілення F(Mг > М0), де М0  – задана величина, показана на рис. 2.67. 

Таким чином, необхідно забезпечити малу ймовірність помилки 
декодування й одночасно малу ймовірність перевантаження декодуючого 
пристрою. Друга задача більш складна, оскільки ймовірність виникнення 
перевантаження тим вище, чим повільніше спадає функція F(Mг > М0) зі 
зростанням М0;  вона залежить від обсягу пам'яті кодоперетворювача, його 
швидкодії й параметра vα . 

Нехай об’єм пам'яті кодоперетворювача допускає розміщення L0 
гілок. Позначимо через ηг кількість гілок кодового дерева, які повинні бути 
проаналізовані для визначення переданого сигналу (гілки). Якщо 
досліджується більше ніж ηгL0  гілок, то настає перевантаження. Згідно з 
виразом для )( 0MMF >г  ймовірність цієї події: 

)29,2(

0

)11(

0 )(3)( vv LLMFp α
−−

α
−−

≈η>= гггпер η .  (2.96) 
Наведені вирази дозволяють оцінювати потрібний об’єм пам'яті I0 

декодуючого пристрою. 
Приклад 17. Нехай параметри каналу зв'язку складають 

vm = 1200 Бод, vin=0,25, р0=10-1 рпер =10-6, припустимий час аналізу 
Тан =10 мкс. Тоді для ДСК величина vi0≈0,318, αv ≈ l,27 й згідно з виразом 
(2.96) величина ηгL0задовольняє співвідношенню: 

344,1
0г

222,06 )(310 −−− η= L  
звідки ηгL0= 4107,8 ⋅ . Оскільки 

3,831
≈=

анm
гη Tv

 

то L0 = 31005,1 ⋅ . У випадку, що розглядається, 41
==

inv
v ,  тому кожний 

символ, що приймається, потребує для обробки пам'яті об’ємом 4 дв. од. в 
регістрі Р1 і 1 дв.од. в регістрі Р2. Отже, повний об’єм пам'яті 
кодоперетворювача І0 = 5L0 = 5250 дв.од. 

Таку пам'ять реалізувати технічно нескладно. Необхідно, проте, мати 
на увазі, що ймовірність рпер не спадає експоненціально зі зростанням І0. 
Так, якщо в прикладі 17 ηгL0  збільшити в 100 разів, то ймовірність рпер 
зменшиться лише до 7105 −⋅ . Тому зниження ймовірності перевантаження 
за інших рівних умов, можна досягти тільки ціною зниження швидкості 
передавання інформації. 
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Згідно з формулою (2.95а) ймовірність помилки декодування 
зменшується експоненціально зі зростанням µ. Тому значення µ для 
забезпечення заданої величини р0 виходять значно меншими, ніж значення 
L0, які потрібні для забезпечення рпер. Це означає, що за досить малої 
ймовірності перевантаження, ймовірність появи невиявлених символів 
буде незначною. 

На закінчення відзначимо, що викорис-
тання послідовного декодування в адаптивних 
системах зв'язку уявляється досить перспектив-
ним, але потребує додаткового аналізу, який 
враховує специфіку роботи зворотного каналу. 

Алгоритм Вітербі. Алгоритм декодування 
Вітербі призначений для декодування згорткових 
кодів і є оптимальним з погляду зменшення 
ймовірності помилки в кодовій послідовності. 
При декодуванні за Вітербі, код необхідно подати 
у вигляді решітки, де вузлам відповідають стани 
кодера, а гілкам – можливі переходи кодера зі 
стану в стан. Рис. 2.68 містить один такт решітки для коду (5, 7). Довжина 
кодового обмеження цього коду ν = 2, тому кількість станів на решітці 
2ν = 22 = 4. На вхід кодера може надходити лише по одному символу за 
такт або 0, або 1. Тому з кожного вузла решітки виходять тільки дві гілки, 
які входять до вузлів наступного такту. Ці вузли відповідають новому 
стану кодера, в який він перейшов. Біля кожної гілки вказано два символи 
кодової послідовності, які виникають на виході кодера в процесі кодування 
чергового символу інформаційної послідовності. Будь-яка дозволена 
кодова комбінація відповідає конкретному шляху на кодовій решітці. 

Процес декодування згорткового коду алго-
ритмом Вітербі – це пошук такого шляху по кодо-
вій решітці згорткового коду, кодова комбінація 
для якої найбільш схожа на кодову комбінацію, що 
надійшла з каналу. Розглянемо наступний приклад. 

Приклад 18. Нехай інформація в каналі 
кодована згортковим кодом (5,7). Приймачем 
отримано з каналу таку кодову комбінацію 
X = = {11, 01, 10, 10, 10, 11, 00, 00, 00,…}, яка, 
можливо, містить помилки. Виконаємо 
декодування в метриці Хеммінга. Перед початком 
процедури декодування, тому що нам апріорі 
невідомо, якій інформаційній послідовності 
відповідає отримана кодова вага всіх можливих шляхів по кодових 
решітках дорівнює «0» (метрики шляхів записані в колах, які відповідають 
вузлам решітки). 
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Рисунок 2.68 – Один такт 
решітки для коду (5, 7) 
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Рисунок 2.69,1 – Декоду-
вання за Вітербі. Такт 1 
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Перший такт (рис. 2.69,1).На вхід надійшли кодові символи «11». 
Розрахуємо метрики всіх гілок на кодовій решітці. Якщо гілка відповідає 
кодовим символам «00», то обидва символи не збігаються з отриманою 
кодовою  комбінацією і метрика гілки дорівнює двом (метрики гілок 
відображені в дужках біля кожної гілки). Якщо гілка відповідає кодовим 
символам «10», або «01», то метрика гілки дорівнює одиниці, а якщо «00», 
то метрика гілки дорівнює нулю. 

Розрахуємо метрики шляхів по решітці коду. У вузол решітки, що 
відповідає стану кодера «00», заходять два шляхи: від вузла «00» 
попереднього такту і від вузла «10» попереднього такту. Додамо до метрик 
цих шляхів метрики гілок поточного такту. Із двох цих шляхів «живим» 
залишається лише один шлях, а саме той, вага якого менше. Аналогічно 
поступимо з іншими трьома вузлами. Які шляхи залишилися і їх метрики 
можна подивитися на рис. 2.69,2. Після цього декодер проходить решіткою 
у зворотному напрямку, щоб відкинути ті шляхи, які «померли» на 
поточному такті. Оскільки залишилось більше одного шляху, то декодер 
ще не може видати рішення про те, яка інформація була передана. 

Потім аналогічно виконується розрахунок метрик гілок для другого 
такту рис. 2.69,2, аналогічно обчислюються метрики шляхів рис. 2.69,3, 
відкидаються шляхи, які мають більшу вагу на поточному й на всіх 
попередніх тактах, для яких декодер ще не виніс рішення. Таким чином, 
кодер проводить розрахунки далі, такт за тактом, як це показано на 
рисунках з  рис. 2.69,3 по рис. 2.69,11. 

На одинадцятому такті декодера нарешті вдається вибрати один 
шлях на інтервалі від першого до восьмого такту включно і він виносить 
рішення, яке визначає, які саме символи найбільш ймовірно передавалися. 
Декодовані символи вказано в рядку нижче решітки (рис. 2.69,11), а в 
останньому рядку наведені інформаційні символи, які відповідають 
вибраному декодером відрізку кодової комбінації (вибраному шляху). 
Декодер визначив, що на третьому такті в каналі ймовірно була помилка і 
її було виправлено. 

Після того, як декодер виніс рішення про прийняту інформацію на 
перших восьми тактах, він може звільнити свою пам'ять від цієї інформації 
й при зворотній рекурсії (це рух по решітці коду у зворотному напрямку з 
метою відкидання «померлих» шляхів) більше не рухатись далі восьмого 
такту. 
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Ґрунтуючись на розглянутому принципі можна записати алгоритм 
роботи декодера Вітербі: 

1. Визначити метрики всіх шляхів рівними нулю. 
2. Розрахувати метрики всіх гілок на поточному такті. 
3. Розрахувати метрики всіх шляхів на поточному такті.  
4. Відкинути всі «померлі» шляхи за допомогою зворотної рекурсії. 
5. Якщо на деякому інтервалі при зворотній рекурсії визначився 
єдиний шлях, що «вижив», то на цьому інтервалі винести рішення. 
6. Перейти до оброблення наступного такту. 
На рис. 2.70 залежності 2, 3 показують ефективність використання 

двох згорткових кодів в каналі з ФМ-2. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Рисунок 2.70 – Порівняння характеристик згорткових кодів і турбо-кодів з 
2
1

=R  

 
2.2.6. Характеристики турбо-кодів 

 
Турбо-код утворюється при паралельному каскадуванні двох і 

більше згорткових кодів, називаних компонентними, розділених 
перемежувачем. У зв’язку з цим турбо-коди інколи називають 
паралельними каскадними згортковими кодами. Якщо в ролі 
компонентних кодів використовуються стандартні згорткові коди – коди 
Хеммінга, БЧХ або Ріда-Соломона, то такі коди називають паралельними 
каскадними блоковими кодами або кодами добутку (product codes). 
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Структурна схема кодера  узагальненого  турбо-коду  наведена  на    
рис. 2.71. В процесі кодування інформаційна послідовність u  розбивається 
на блоки довжини N  символів. Після цього сформована послідовність 
надходить на систематичний вихід кодера )1(y , а також паралельно на z  
гілок, що складаються із послідовного з’єднання пристрою перемеження і 
компонентного кодера. 

Найбільшого розповсюдження на практиці отримала схема з двома 
ідентичними компонентними згортковими кодерами і одним 
перемежувачем. Розглянемо структуру і роль компонентних кодів у складі 
турбо-кодів. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

Рисунок 2.71 – Структурна схема кодера узагальненого турбо-коду 
 

В оригінальній роботі К. Берроу як компонентні запропоновано 
використовувати рекурсивні систематичні згорткові коди (РСЗК). 
Доведено, що використання РСЗК за інших рівних умов гарантує турбо-
коду найкращі характеристики. Для цього показано, що ймовірність 
помилкового декодування турбо-кодів пропорційна виразу 

мінмін примін
мін

iNiN
C

N i
i
N

>>⋅≈ −1 .  (2.97) 

Тут мінi  – мінімальна вага інформаційної послідовності 
породжуючого шляху, що співпадає на решітковій діаграмі компонентного 
згорткового кодера; N  – розмір інформаційного блока турбо-коду. 

Аналізуючи вираз (2.97) бачимо, що зі зростанням мінi  ймовірність 
помилкового декодування зменшується. Таким чином, параметр мінi  є 
ключовим при виборі компонентних кодів. У стандартних згорткових 
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кодів  без  зворотного  зв’язку 1=мінi . При цьому із (2.97) випливає, що зі 
збільшенням довжини перемежувача характеристики турбо-кодів не 
змінюються – так називаний «виграш перемежувача» відсутній. Якщо ж у 
ролі компонентних використати рекурсивні згорткові коди, в яких мінi  

завжди більше 1 (зокрема, для кодів зі швидкістю 
n
1  2=мінi ), то 

ймовірність помилкового декодування турбо-кодів зменшується зворотно 
пропорційно −N з’являється «виграш перемежувача». 

Декодування турбо-кодів. Турбо-коди відносяться до класу так 
званих паралельних каскадних кодів. Принцип побудови кодера турбо-
коду досить простий (рис. 2.72). Зі структури кодера видно, що турбо-код 
являє собою систематичний код, у якому перевірочна група утвориться з 
перевірочних бітів, генерованих двома кодерами складових рекурсивних 
систематичних згорткових кодів (РСЗК), причому інформаційна 
послідовність подається в кодер першого РСЗК (РСЗК1) безпосередньо, а в 
кодер другого РСЗК (РСЗК2) через пристрій псевдовипадкового 
перемежування. Схема виколювання перевірочних біт застосовується для 
регулювання загальної швидкості турбо-коду. Причина феноменальної 
завадостійкості турбо-кодів лежить у поєднанні наступних властивостей:  

1. Сильна залежність ваги вихідної послідовності РСЗК від виду 
вхідної інформаційної послідовності, тобто від порядку розміщення нулів і 
одиниць у ній.  

2. Застосування перемежувача для зміни виду вхідної послідовності, 
що подається на входи кодерів складових РСЗК.  

Поєднання цих властивостей призводить до того, що якщо при 
подаванні певної інформаційної послідовності на вхід кодера РСЗК1 вага 
його перевірочної послідовності виявляється малою, то перемежена версія 
цієї інформаційної послідовності, яка подається на вхід кодера РСЗК2, з 
високою ймовірністю призведе до генерації перевірочної послідовності 
великої ваги через зазначену вище властивість РСЗК. Таким чином, якщо 
будь-яка комбінація помилок не може бути виправлена одним РСЗК, то це 
майже напевно, буде зроблено за допомогою перевірочної групи іншого 
РСЗК і навпаки. Необхідно пам’ятати, що при використанні в складі турбо-
коду нерекурсивної форми згорткових кодів з тією самою коректуючою 
здатністю виграш від кодування виявляється набагато менше. Це 
відбувається саме тому, що вага вихідної послідовності згорткових кодів у 
нерекурсивній формі слабо залежить від вхідної інформаційної 
послідовності 

Існує чотири алгоритми з м'яким рішенням, придатні для 
декодування турбо-кодів: алгоритм максимуму апостеріорної імовірності 
(МАІ), максимуму логарифму апостеріорної імовірності (log МАІ), 
максимізації логарифму апостеріорної імовірності (max-log МАІ), 
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алгоритм Вітербі з м'яким рішенням АВМР. Алгоритм МАІ – в 
обчислювальному відношенні набагато більш складний, ніж алгоритм 
АВМР. Операції в алгоритмі МАІ – множення й піднесення до ступеня, у 
той час як в алгоритмі Вітербі це просто додавання, порівняння та вибір.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 2.72 – Схема побудови турбо-кодера з компонентним РСЗК(1,21/35) 
 

Ітераційний декодер для складових кодів складається із двох «м'яких 
декодерів», виходи яких розділені перемежувачами. Складові декодери 
основані або на алгоритмі МАІ, або алгоритмі Вітербі, що генерує зважену 
м'яку оцінку вхідної послідовності. Ітераційний алгоритм виконує обмін 
інформацією між двома складовими декодерами. 

Алгоритм МАІ зменшує імовірність помилкового прийому символу 
(або біта), тоді як алгоритм Вітербі мінімізує імовірність помилки в 
ланцюжку символів. При передаванні по каналу з низьким рівнем шуму 
характеристики обох алгоритмів практично ідентичні. При великому рівні 
шуму алгоритм МАІ забезпечує кращі характеристики передавання в 
порівняно з алгоритмом Вітербі для ітераційного декодування. 

В обчислювальному відношенні алгоритм МАІ більш складний, ніж 
Вітербі. Основні операції для алгоритму МАІ – це множення й піднесення 
до ступеня, тоді як для алгоритму Вітербі це просто додавання, порівняння 
й вибір. 

Алгоритм декодування МАІ. Алгоритм МАІ виносить жорстке 
рішення та дійсне число, що називається апостеріорною імовірністю (АПІ). 
АПІ є імовірністю того, що тверде рішення правильне. 

Ітераційне декодування за МАІ. Турбо-кодер, який засновано на 
двійковому РСЗК (1, 21/35) коді зі зворотними зв'язками зображений на 
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рис. 2.72. На перший кодер надходить інформаційна послідовність b 
довжини N 

),...,,( 21 Nbbbb = . 
Він створює на своєму виході дві кодовані послідовності позначені 

v0 і v1. На другий кодер надходить та сама інформаційна послідовність, яка 
пройшла через перемежувач і позначена b~ . Відповідно на виході другого 
кодера виникають послідовності 0

~v  й 1
~v . Однак, вихідна послідовність 0

~v  
не передається. Вона відновлюється на приймальній стороні шляхом 
деперемежування послідовності v0. 

Перше призначення перемежувача – побудова довгого коду. Друге 
призначення – декореляція вхідних послідовностей двох кодерів для 
створення можливості субоптимального ітераційного алгоритму 
декодування, заснованого на обміні інформацією між двома декодерами. 
Якщо вхідні послідовності двох декодерів практично некорельовані, то, з 
великою ймовірністю, помилки не виправлені одним можуть бути 
виправлені іншим. І так багаторазово. 

Псевдовипадково перемежувач приймає блок довжиною в N 
символів, після чого видає його символи в псевдовипадковому порядку. 
Порядок перемеження повинен співпадати з перемежувачем декодера. 

Турбо-кодер генерує (n (N+m), N),  блоків  коду, де n – кількість 
вихідних кодованих послідовностей. Наприклад в даному випадку n = 3. 

Два компоненти коду можна заміняти й змінювати їх відносно 
швидкості. Різні швидкості коду, такі як 1/2, 2/3, 3/4 і т.п. можна отримати 
з коду з відносною швидкістю 1/3 шляхом перфорації. 

Для інших відносних швидкостей конструкція кодера може мати 
більше двох кодуючих компонентів.  

Алгоритми декодування повинні бути з м'яким виходом. Це 
алгоритми МАІ або алгоритм Вітербі з м'яким рішенням (АВМР). 
Ітераційний турбо-декодер зображений на рис. 2.73. 

В ітераційній схемі, заснованій на МАІ, перший декодер МАІ 
приймає вхідну некодовану послідовність r0 і кодовану послідовність r1. 
Він обробляє її й видає м'яке рішення, яке через перемежувач надходить на 
другий декодер разом з прийнятою інформаційною послідовністю, що 
пройшла через такий самий перемежувач r0, а також з кодованою 
послідовністю із другого кодера r1. Другий декодер теж виносить м'яке 
рішення, яке може бути використане першим декодером для подальшого 
виправлення помилок у декодувальному блоці й так багаторазово. 

Після декількох ітерацій декодування блока, м'який вихід обох 
декодерів більше не використовується для подальшого виправлення 
помилок. На останній стадії виноситься жорстке рішення. 
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Нехай, наприклад, перший декодер МАІ перебуває на першій 
ітерації. Логарифм імовірності на виході першого МАІ має додаткову 
інформацію за рахунок ітерації )( 11 bΛ  
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де позначені )1(1
tp  й )0(1

tp  апріорні ймовірності надходження 0 і 1 на вхід 
першого декодера. Аналогічно для входу другого декодера апріорні 
ймовірності позначені )1(2

tp  й )0(2
tp . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рисунок 2.73 – Ітераційний декодер турбо-коду 
 
Вплив кількості ітерацій на ймовірність помилки ілюструє рис. 2.74. 
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Рисунок 2.74 – Код (1, 5/7), R = 1/2, модуляція ФМ-2, алгоритм декодування SOVA 
 
 
Характеристики завадостійкості турбо-кодів. У зв’язку з тим, що 

як компонентні коди в турбо-кодах використовуються згорткові коди, то 
зупинимося  на визначенні їхніх характеристик завадостійкості через 
породжуючі функції згорткових кодів. Однією з таких характеристик є 
поняття вільної відстані згорткового коду dfree, визначувану як мінімальна 
кодова відстань між нульовим кодовим словом й усіма іншими кодовими 
словами. У випадку якщо код лінійний, то величина вільної відстані коду й 
мінімальної кодової відстані збігаються, а обчислити вільну відстань коду 
значно легше, ніж мінімальну відстань коду. Справа в тому, що в першому 
випадку треба порівняти нульове кодове слово з усіма іншими й вибрати 
найменший результат порівняння, а в другому випадку треба кожне кодове 
слово порівняти з усіма іншими й вибрати найменший результат 
порівняння. Вільна відстань використовується для попереднього вибору 
згорткового коду для аналізу систем зв'язку. 

У загальному виді породжуюча функція T(D, N, L) описує повну 
множину шляхів, які починаються й закінчуються в нульовому стані коду 
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де ступінь w за формальної змінної D дорівнює вазі Хеммінга цього шляху; 
степінь iw за формальної змінної N дорівнює вазі інформаційної 
послідовності, що породила цей шлях; степінь lw за формальної змінної L 
відповідає довжині цього шляху в тактових інтервалах, а  коефіцієнт  

ww liwc ,,  – відповідає кількості існуючих шляхів із зазначеними 
параметрами, які починаються й закінчуються в нульовому стані. 

Породжуюча функція дозволяє розрахувати верхню границю 
ймовірності помилкового декодування біта за критерієм максимуму 
правдоподібності. Оскільки при розрахунках характеристик 
завадостійкості згорткового коду довжина помилкового шляху не 
враховується, то разом з функцією T(D, N, L) застосовується функція 

∑ ∑
∞

=
= ==

free w
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iwL NDcLNDTNDT ,1),,(),( ,    (2.99а) 

де wiwc ,  – число шляхів із загальною вагою w й інформаційною вагою iw. 

Набір коефіцієнтів ∑=
w

iww w
cc , , де w ≥ dfree називається спектром 

відстаней згорткового коду. 
Важливою характеристикою так само є спектр інформаційних ваг 
∑ ×=
w

wiww ica
w, , де w ∈ [dfree, ∞). Він показує сумарну кількість помилок 

на виході декодера максимальної правдоподібності, коли замість 
переданого шляху вибирається помилковий, що знаходиться від нього на 
відстані w = d. 

Розрахунок імовірності помилки відбувається на підставі 
припущення, що помилкові події відбуваються рідко, що дозволяє 
скористатися верхньою границею. Оскільки верхня границя визначається 
виразом  
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Крім власне компонентних кодів, у якості яких у складі турбо-коду 
використовуються рекурсивні систематичні згорткові коди, у складі турбо-
коду також використовується перемежувач. Через це корисним для аналізу 
є поняття рівномірного перемежувача, уведеного С. Бенедетто й 
Г. Монторсі. Рівномірний перемежувач – це абстрактний пристрій, який з 
імовірністю i

NC1  відбиває вхідну послідовність довжини N символів ваги 
i у вихідну послідовність тієї ж ваги. Тут у знаменнику дробу число 
сполучення із N по i 

)!(!
!

iNi
NCi

N −
= . 

Дистанційні властивості й характеристики декодування турбо-коду з 
використанням рівномірного перемежувача є математичним сподіванням 
характеристик повного ансамблю турбо-кодів з довжиною блоку N (повне 
число кодів з довжиною блоку N дорівнює N!). При цьому характеристики 
турбо-коду з детермінованим перемежувачем можуть бути, як краще, так і 
значно гірше характеристик коду з рівномірним перемежувачем. 

У цьому випадку адитивна верхня границя ймовірності помилки біта 
в ТЗК, що захищена завадостійким кодом, виражається в такий спосіб  

efffree
efffree

b B
Rd

erf
N

P _2

2
_

4
22

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

σ

∆
≤ ,   (2.100) 

де N – глибина перемежування (для псевдовипадкового перемежувача – це 
довжина блока перемежувача у символах); Bfree_eff – ефективна кількість 
помилкових бітів, що виникають на виході турбо-декодера в результаті дії 
завади (у найкращому разі 1 біт); dfree_eff – ефективна вільна відстань турбо-
кода. 

Ефективна вільна відстань турбо-коду визначається як мінімальна 
вага кодованої послідовності на виході турбо-коду з рівномірним 
перемежувачем, генерованим інформаційною послідовністю ваги w = 2. 
Повну вагу Хеммінга d будь-якої послідовності на виході турбо-коду 
можна подати у вигляді трьох компонентів 

21 zzwd ++= , 
де w – вага послідовності на систематичному виході, а z1 і z2 ваги 
послідовностей на виході перших і другого компонентних кодів 
відповідно. Мінімальна вага на виході кожного компонентного коду не 
перевищує величину 

22 1 +≤ −ν
мінz . 

Отже, ефективна вільна відстань коду обчислюється наступним 
чином: 

6222_ +=+= ν
мінzd efffree . 
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Якщо в складі ТК використовуються перфоровані компонентні коди, 
то й перфорації піддаються тільки відповідні виходи компонентних кодів, 
що викликає зменшення dfree_eff внаслідок зменшення величини zмін.  

У табл. 2.10 нижче зазначені граничні величини dfree_eff  у залежності 
від відносної швидкості турбо-коду й довжини кодового обмеження його 
компонентних кодів. 

 
Таблиця 2.10 – Залежність ефективної вільної відстані турбо-коду від його відносної 

швидкості й довжини компонентних кодів 
 

Відн. швидкість 
коду RТК 

1/3 ½ 2/3 ¾ 

ν = 2, dfree_eff 10 6 5 4 

ν = 3, dfree_eff 14 8 6 5 

ν = 4, dfree_eff 22 12 9 7 

ν = 5, dfree_eff 38 20 14 11 
 

За наведеними у табл. 2.10 даними можна побудувати верхні границі 
ймовірності помилок для ЗК у складі ТК і каналу з ФМ у залежності від 
величини 0/ NEb , що зроблено для турбо-кодів з довжиною кодового 
обмеження 2=ν  і показаних на графіках рис. 2.75, рис. 2.76. 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рисунок 2.75 – Ймовірність помилки турбо-коду при 3/1=R  
 та кодовим обмеженням 2 
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Рисунок 2.76 – Ймовірність помилки турбо-коду при 2/1=R  
та кодовим обмеженням 2 

 
2.2.7. Питання та задачі для самоперевірки 

 
1. Що входить до складу елементарного блока згорткового коду? 
2. Які умови не виконання рівняння (2.52) призводять до 

спотворення інформаційного символу? 
3. Дайте визначення структури систематичного згорткового коду. 
4. Які параметри ЗК впливають на кодове обмеження. 
5. Який зв’язок параметрів кінцевої перевірочної матриці (2.56) і 

кодовим обмеженням? 
6. Для параметрів матриці `NH  і B  та послідовності помилок, 

наведених в прикладі 3, знайдіть синдроми для послідовності символів 
→Z 111000110011… . 

7. Сформулюйте необхідні співвідношення між породжуючою 
матрицеюB  та породжуючими багаточленами систематичного ЗК. 

8. Які згорткові коди називаються еквівалентними? 
9. Сформулюйте відмінність кодерів на рис. 2.51 та 2.52. 
10. Яка структура синдрома на кожний елементарний блок, 

отриманого згідно з виразом 2.72. 
11. Які відмінності формувачів синдрома, зображених на рис. 2.53 і 

2.40, дозволяють другий використовувати за великої швидкості mmb >− ? 
12. Побудуйте діаграму станів згорткового коду, в якому на відміну 

від зображеного на рис. 2.61 на верхній суматор подаються сигнали 1, 2, 3 
комірок. 
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13. Які параметри характеризують зрізану гілку кодового дерева? 
14. Як визначити ваговий спектр ЗК, знаючи його породжуючу 

функцію? 
15. Побудуйте кодове дерево для ЗК (5,7). 
16. Поясніть принцип рекурентного кодування. Закодуйте число 25 

рекурентним (2,1) кодом Фінка-Хагельбаргерая. 
17. Поясніть принцип послідовного декодування. Нарисуйте кодове 

дерево для повідомлення 1101→S , закодоване (1/3) кодом. 
18. Дайте характеристику послідовного алгоритму Фано і виділіть 

його відмінності від алгоритму Возенкрафта. 
19. Сформулюйте  алгоритми  визначення порогів ПD  для функції 

розузгодження (2.89). 
20. Визначте вплив коефіцієнта групування помилок на можливість 

локалізування ділянок з інтенсивними завадами в алгоритмі Возенкрафта-
Фано (рис. 2.65). 

21. Побудуйте багатократний кодовий фільтр для множення на 
поліном 011101010001)( =xg . 

22. Порівняйте час затримки повідомлення при передаванні 
згортковим кодом з заданою ємністю перемежувача з турбо-кодом, в якому 
використано два компонентних коди з характеристиками згорткового. 

23. Опишіть процес обміну інформацією між декодерами 
компонентних кодів за нерівних швидкостей передавання їх 1/2, 2/3, 3/4. 

24. Чому в схемі турбо-кодера (рис. 2.72) перемежувач ввімкнений 
на вході тільки одного компонентного коду? 

25. Проведіть порівняльний аналіз часу затримки повідомлення за 
рахунок ітерацій і перемежування. 

26. Опишіть процес зменшення помилки прийому елемента кодового 
слова при збільшенні числа ітерацій. 

27. Що характеризує вільна відстань для окремих компонентних 
згорткових кодів? 

28. Які характеристики породжуючої функції компонентних ЗК 
визначають верхню границю ймовірності помилкового декодування біта? 

29. Як змінюються дистанційні властивості декодування турбо-кодів 
при використанні рівномірного перемежувача? 

30. За даними табл. 2.10 проаналізуйте вплив швидкості 
компонентних кодів на ефективну вільну відстань. 
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ЧАСТИНА 3 

ПОБУДОВА НАДЛИШКОВИХ БЛОКОВИХ КОДІВ  
ПРИ БАГАТОПОЗИЦІЙНИХ СИГНАЛАХ 

 
Глава 3.1. Ймовірнісні характеристики якості приймання  

надлишкових блокових кодів 
 

3.1.1. Пропускна здатність каналу з алфавітом a > 2 
 

Пропускною здатністю інформаційного каналу (C ) називають мак-
симальне значення (точніше, верхню межу) швидкості передавання інфор-
мації при заданих фіксованих обмеженнях, тобто 

{ }
с
oддв.),(sup

11

XWIC

ii Ba

Ba

………

………
∈

∈
= .                             (3.1) 

У цій рівності позначка sup  вказує на те, що обчислюється верхня 
межа, а запис ii Ba ∈  говорить про те, що параметр ia  задовольняє зада-
ному фіксованому обмеженню, тобто лежить в деякій області iB . 

Спосіб відшукання верхньої межі залежить від того, яка сукупність 
фіксованих обмежень задана. 

Якщо інформаційний канал визначений повністю, то верхня межа 
повинна відшукуватись за статистичними характеристиками джерела по-
відомлень, тобто відшукуються розподіл імовірностей повідомлень ( x ) та 
корелятивні зв’язки між ними, за яких швидкість передавання інформації 
буде найбільша. 

Таким чином, пропускна здатність є характеристика каналу і не зале-
жить від фактичної швидкості передавання інформації від даного джерела. 

Можна показати, що 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
∞→ T

XHC T
T

)(limsup ,      (3.2) 

де T  – довжина одиничного сигналу; )( TXH  – ентропія. 
Позначимо через )(TN  число всіх можливих послідовностей пові-

домлень тривалістю T . З властивостей ентропії, розглянутих у першій час-
тині, випливає, що )( TXH  буде максимальною, якщо всі послідовності по-
відомлень рівноймовірні. Це максимальне значення дорівнює )(log TN . 
Тоді з (3.2) бачимо, що для заданого інформаційного каналу 

T
XHC T

T

)(lim
∞→

= .      (3.3) 
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Розглядаючи лише один канал зв’язку, аналогічно отримаємо 

T
TNC

T

)(lim c
c ∞→
=       (3.3а) 

де )(c TN  – число всіх можливих послідовностей кодових сигналів довжи-
ною T . 

Співвідношення (3.3) і (3.3а) звичайно використовують як визначен-
ня пропускної здатності дискретного каналу без шумів. 

Знайдемо пропускну здатність дискретних каналів, використовуючих 
код з основою a  (тобто з a  різними символами), тривалість усіх символів 
коду однакова і дорівнює найквістовому елементу 0t . Інші фіксовані об-
меження відсутні. 

Для обчислення cC  розглянемо послідовність з M  символів. Трива-
лість такої послідовності дорівнює 0MtTk = . При ∞→T  число символів в 
одній послідовності ∞→M . Очевидно, що всього можна утворити Ma  

послідовностей довжиною M  символів, отже, MaMtN =)( 0c . З (3.3а) отри-
маємо 

0
c lim

Mt
a

C
M

T ∞→
=  

або 

a
t

C log1

0
c = .                                            (3.4) 

Потрібно зазначити, що якщо розглядати вихід кодуючого пристрою 
як джерело повідомлень, то alog  є ентропія цього джерела, тобто 

)(log YHa = , у якого корелятивні зв’язки між символами відсутні і ймовір-
ності передавання різних символів однакові. Звідси слідує надто важливе 
зворотне твердження: для того щоб у даному каналі швидкість передаван-
ня була максимальною, необхідно, щоб імовірності передавання різних 
символів були однаковими. 

При використанні двійкового коду 2=a  із (3.4) отримаємо, що  

с
oддв.1

0
c t

C = .                                        (3.5) 

Для дискретних каналів прийнято позначати B
t

=
0

1 , де B  називають 

швидкістю модуляції, яка виражається в бодах, якщо 0t  вимірюється в се-
кундах. Таким чином, BC =c , тобто пропускна здатність двійкового кана-
лу a , виражена у двійкових одиницях за секунду, дорівнює швидкості пе-
редавання в бодах. 
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Розглянемо випадок, коли символи коду (або окремі повідомлення) 
мають однакову тривалість, що дорівнює 0t . На припустиму послідовність 
символу накладаються деякі фіксовані обмеження. 

Розглянемо сигнал Ty  тривалістю τ= MT . Ентропія цього сигналу 
)()( YMHYH T = , 

де )(YH  – ентропія джерела, обчислена з урахуванням накладених фіксо-
ваних обмежень. 

Очевидно, що швидкість передавання інформації у такому каналі  

0

)()(
t
YH

T
YHI T == ,    (3.6) 

а пропускна здатність 

0

макс
c

)(
t
YHC = ,                                     (3.6а) 

де макс)(YH  – максимально можливе значення ентропії кодованого сигналу 
з урахуванням накладених обмежень. 

Для передавання повідомлень використовується код з основою a , 
тривалості символів коду різні і дорівнюють ατττ …,, 21 . Фіксовані обме-
ження на припустиму послідовність передавання різних символів не на-
кладаються. 

Аналіз цього випадку показує, що на достатньо великому інтервалі 
часу T  число можливих послідовностей дорівнює 

0
1c )( τ=

T

ArTN ,                                          (3.7) 
де A  – деяка стала; 0τ  – довільний відрізок часу, який звичайно зручно ви-
бирати рівним мінімальній тривалості символу. 

Значення 1r  знаходиться як найбільший, дійсний, позитивний корінь 
рівняння 

01 00

2

0

1

=−−−− τ

τ
−

τ

τ
−

τ

τ
− a

rrr … . 

Підставляючи значення для )(c TN  в (3.3а) і переходячи до границі, 
отримаємо 

1
0

c log1 rC
τ

= .                                        (3.8) 

Можна показати, що для отримання максимальної швидкості переда-
вання по каналу, в якого тривалості символів не рівні, ймовірності переда-
вання рівних символів також повинні бути нерівними. Так, зокрема, для 
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розглядуваного випадку ймовірність передавання символу jy  повинна до-
рівнювати 

0
1)( τ

τ
−

=
j

ryp j . 

Корелятивні зв’язки між символами повинні при цьому бути від-
сутніми. 

 
3.1.2. Побудова недвійкових надлишкових кодів 

 
Оцінка границь елементності q-ічних кодів. Для оцінки розмірів 

нероздільних q-ічних кодів побудуємо для них аналог границі Варшамова-
Гільберта. У двійковому випадку ця границя дається числом K  перевіроч-
них символів у коді (N, L), достатнього для виправлення всіх помилок до 
кратності t включно (з метою виділення параметрів надлишкових кодів при 

2>q  від конструкції з 2=q  введено нові позначення kN , ) 

∑
−

=
−>

12

0
12log

t

i

i
NCK ,                                      (3.9) 

або 

∑
−

=
−>

12

0
12

t

i

i
N

k C . (3.9а) 

Тому що LNk −= , то LNk −= 222 . Але N2  – число можливих  

N-розрядних двійкових слів, а L2 – число дозволених L-розрядних (інфор-
маційних) двійкових слів. Отже, величина LN −22  аналогічна введеному 
вище для кодів виду mBrq  відношенню mrq −=ρ 2 . Значенню N у формулі 
(3.9а) у коді mBrq  відповідає величина 2logr q⎡ ⎤⎢ ⎥ , де знак ⎡ ⎤⎢ ⎥  позначає 
найближче більше ціле число. Таким чином, отримуємо q-ічний аналог 
оцінки Варшамова-Гільберта (при 1=h ) 

2

2 1

log 1
0

2
t

r m i
r q

i

q C
−

−
−⎡ ⎤⎢ ⎥

=

>∑                                    (3.10) 

де ⎡ ⎤⎢ ⎥  – ціле більше число. 
Зважаючи на те, що 

rqrrrmr qq ρ−ρ−− == 2222 2log , 
то 

)(log222 ρ−− > qrmrq , 

і вираз (3.10) можна подати у вигляді 
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2

2 1
(log )

log 1
0

2
t

r q i
r q

i

Cρ
−

−
−⎡ ⎤⎢ ⎥

=

>∑ , 

де 
r
m

=ρ . 

У табл. 3.1 наведені результати розрахунків за формулою (3.10). 
Отже, при q = 3, ρ = 1,33 одиничні помилки першого порядку випра-

вляє код 28В21Т ( 7=l ); 
помилки кратності 2 випра-
вляє код 96В72Т ( 24=l ). 
Коректуючі п’ятіркові і ко-
ди (q = 5, ρ = 2) мають ви-
гляд – для t = 1  40В20Q1   
(l = 20) і для t = 2 118В59Q1 
(l = 59). 

Коди mBrq  можуть бути побудовані методом модифікованої ком-
позиції. 

Поняття базового коду. Число дозволених q-ічних слів у коді mBrq  
(тобто потужність коду) М = 2m; число можливих q-ічних слів rq=Q . При 

q2log<ρ  відношення 1
2

>=µ m

rq . За досить великих µ  можна будувати 

коди, що об’єднують корекцію помилок зі збільшенням питомої швидкості 
передавання ( 1>ρ ).  

Назвемо базовим код, для якого при заданому ρ і q значення M  мі-
німальне, тобто код з мінімальним значенням довжини блока. Введемо для 
базового коду позначення (min r, p, q). 

Наприклад, широко застосовуваний у лінійних трактах цифрових си-
стем передачі трійковий код 4В3Т є базовим для 3=q , 33,1=ρ . Збільшую-
чи довжину кодових слів (наприклад код 4lB3lT, l = 2, 3, 4 …, за досить ве-
ликого l), отримаємо трійковий коректуючий код, що забезпечує збільшен-
ня питомої швидкості передавання в 33,1=ρ  разів ( 7=l , код 28В21Т ви-
правляє одиничні помилки; l = 24, код 96В72Т виправляє помилки кратно-
сті два). 

П’ятірковий код 2BlQl є базовим для q = 5, ρ = 2. При l = 20 маємо 
код 40В20Q1, що виправляє одиничні помилки першого порядку, l = 59 
маємо код 118В59Q1, що виправляє помилки кратності 2 першого порядку. 

Метод композиції побудови q-ічних коректуючих кодів. Нехай 
X = [х1, х2, …, хr], ],,,[ 21 ryyyY …= . Слова в q-ічному коді  ( kx≥0 , 

1−≤ qyk ; хk, уk – цілі числа). Відстань між словами Х і Y визначимо фор-
мулою: 

 

Таблиця 3.1 – Оцінка розмірів кодів mBrq , 1=h * 
 

q = 3, ρ = 1,33 q = 5, ρ = 2 
r r 

t = 1 t = 2 t = 1 t = 2 
21 72 20 59 

* h  – порядок помилки – число дискретних рівнів, на яке 
змінюється сигнал 11 −≤≤ qh  
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( )∑
=

ϕ −ϕ=ρ
r

k
kk yxYX

1
),( ,                                  (3.11) 

де 0)0( =ϕ ; 1)( ≥ϕ p  при 10 −≤≤ qp . 
Окремими випадками (3.11) є відстані Хеммінга ( 1)( =ϕ p  при 

11 −≤≤ qp , Мінковського ( pp =ϕ )(  при 11 −≤≤ qp ), або 
( }{ pqpp −=ϕ ,min)(  при 11 −≤≤ qp . 

Будемо вважати, що множини слів H  мають структуру ( M , r , ω , 
1d , 2d ), якщо виконуються такі умови: 

1. Множина H  складається з M  слів довжини r . 
2. Множину H  розбито на ω підмножин )1( ω≤≤ lHl . 
3. Відстань між словами з тієї ж самої підмножини lH  не менше 2d . 
4. Відстань між словами з різних підмножин не менше 1d . 
Нехай дано дві множини слів F  і G , що містять відповідно 1M  і 2M  

слів довжини 1r  й 2r . Композицію F  і G  будемо називати множиною слів 
H, складену зі слів виду 

[ ]GF XXX ,= , FX F ∈ , GX G ∈ . 
Тоді H  складається з 1M  і 2M  слів довжини 1r  + 2r . Символічно бу-

демо записувати GFH ⋅= . Якщо GF = , то 2FH = . Наприклад, якщо 
множина F  складається зі слів /00/ і /22/, то символічно можна записати: 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
2
0

2
0

F . 

Візьмемо множину FG = , тоді композиція 2FGFH =⋅=  буде скла-
дена з чотирьох наступних слів довжини 4 

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

2222
0022
2200
0000

H . 

Для такої композиції можливо сформулювати теорему. 
Теорема 1. Нехай є дві множини слів F  і G  структури ( 1M , 1r , ω , 

1d , 2d ) і ( 2M , 2r , ω , 1d , 2d ), причому у випадку вибору метрики ϕρ  вірна 
нерівність 

12 2dd ≥ . 
Тоді композиція GFH ⋅=  має структуру ( 21 MM ⋅ , 21 rr + , ω , 1d , 2d ). 
Доведення. Розіб'ємо множину H  на r  підмножин за таким правилом: 

1121121 ...... −ω+−ωω+−ω+ ++++++= llllll GFGFGFGFGFH ,     (3.12) 
де ω≤≤ l1 . 
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Усередині кожного з доданків, що стоять у правій частині (3.12) від-
стань між словами не менше 2d . Відстань між словами, що належать різ-
ним доданкам, не менше, ніж 2 1d . Враховуючи відношення 12 2dd ≥  ця від-
стань не менше 2d . Відстань між словами з iH  і jH  ( ji ≠ ) не менше 1d . 
Виходить, H  має структуру ( 21 MM ⋅ , 21 rr + , ω , 1d , 2d ). Теорема доведена. 

Наслідок 1. Нехай H  має структуру ( M , r , ω , 1d , 2d ). Далі у ви-
падку ϕρ  вірна нерівність 12 2dd ≥ . Тоді kH  має структуру ( kM , rk ⋅ , ω , 

1d , 2d ). 
Таким чином, kH  припускає подання  

ω+++= HHHH k ...21 , 
де усередині ( )ω≤≤ lHl 1  відстань між словами не менше 2d , а між слова-
ми, що належать двом різним групам iH  і jH  ( ji ≠  ), не менше 1d .  

Наслідок 2. Нехай виконуються  вимоги наслідку 1 і задано ω  слів 
( )ω≤≤ lyl 1  довжини 0r  таких, де відстань між будь-якою парою цих слів 

не менше 0d . Тоді множина H~ , утворена словами виду 
[ ]ll YX , , ll Hx ∈ , ω≤≤ l1 , 

складається із kM  слів довжини 0rkr + , причому відстань між будь-якою 
парою слів з H~  у випадку метрики ϕρ  не менше 

{ }012 ,min ddd + . 
Приклад 1. Нехай множини 1H , 2H , 3H  складаються відповідно зі 

слів 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

22
00

; 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

20
02

; { }11 . 

Тут 3=q , 3=ω , 5=M , 2=r . Якщо вибираємо метрику Мінков-
ського, то 21 =d , 42 =d , тоді виконується й вимога 12 2dd ≥ . Відповідно 
до наслідку 1 група kH  має структуру (5k, 2k, 3, 2, 4). Візьмемо тепер три 
слова 0, 1, 2, тобто 10 =n , 10 =d . Через наслідок 2 одержуємо 5k слів дов-
жини 2k + 1 з мінімальною відстанню між словами, що дорівнює 3. При 

3=k  отримуємо 125 слів довжиною 7 елементів з мінімальною відстанню 
за Мінковським, що дорівнює 3. 

 
3.1.3. Композиційний метод побудови q-ічних коректуючих кодів 

 
Будемо говорити, що множина слів H  має структуру ( M , r , 1ω 2ω , 

1d , 2d , 3d ), якщо виконуються наступні умови: 
1. Множина H  складається з M  слів довжини r . 
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2. Множина H  розбита на 1ω  підмножин iH ; 10 1 −ω≤≤ i . 
3. Кожна множина iH  розбита на 2ω  підмножини ijH ; 10 2 −ω≤≤ i . 
4. Відстань між словами в межах однієї підмножини ijH  не менше 

3d . 
5. Відстань між словами в межах однієї підмножини iH  не менше 

( )232 ddd > . 
6. Відстань між словами з різних підмножин iH  не менше 

( )121 ddd > . 
Введемо поняття модифікованої композиції множин кодових слів F  

і G , що мають структури ( FM , Fr , 1ω , 2ω , 1d , 2d , 3d ) і ( GM , Gr , 1ω , 2ω , 
1d , 2d , 3d ) відповідно. 

Модифікованою композицією цих множин будемо називати множи-
ну слів H, побудованих за таким правилом: 

1. Складемо композиції 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ).10;1,0

,...

...

21

mod1,mod1,

mod1,mod1,,mod0,,

2212

2112

−ω≤≤−ω≤≤

+

++=

ω−ω+ω+−ω

ω+ω+ω++ω

jik

GF

GFGFH

jkik

jkikjkikjki

     (3.13) 

2. Підмножини iH  визначаються виразом 

∑
−ωω

=

=
1

0
,

21

l
lii HH .                                         (3.13а) 

3. Моделювання множини слів H  визначається виразом 

∑
−ω

=

=
1

0

1

i
iHH .                                          (3.13б) 

Приклад 2. Нехай множина F четвіркових дворозрядних слів має на-
ступні підмножини 

.
03
21

;
32
10

;
12
30

;
23
01

;
13
31

;
33
11

;
20
02

;
22
00

3,12,11,10,1

3,02,01,00,0

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=

FFFF

FFFF
 

Тут 16=FM ; 2=Fr ; 21 =ω ; 42 =ω ; 11 =d ; 22 =d ; 43 =d . Значить F 
має структуру (16, 2, 2, 4, 1, 2, 4). 

Візьмемо множину FG = , тоді 2FH = , з урахуванням виразу (3.13) 
можемо розрахувати всі підмножини liH , . Як приклад розрахуємо для ви-
падку, коли 0,1,0 === jki : 

.3.13,12,12,11,11,10,10,14,0 FFFFFFFFH +++=  
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З урахуванням визначення композиції маємо 

;

2323
2301
0123
0101

0,10,1

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=FF              ;

1212
1230
3012
3030

1,11,1

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=FF  

;

3232
3210
1032
1010

2,12,1

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=FF             .

0303
0321
2103
2121

3,13,1

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=FF  

Із наведеного підмножина 4,0H  буде складатися з 16 наступних слів: 
0101                  1010              2103              3012 
0123                  1032              2121              3030 
0303                  1212              2301              3210 
0321                  1230              2323              3232 

Відстань між цими словами не менше 4. Із цих слів можна побудува-
ти код 4В4Q, що виправляє одиничні помилки, тому що маємо 16 підмно-
жин liH , , що мають однакове число слів, тобто маємо 16 варіантів цього 
коду.  

За виразом (3.13а) можемо розрахувати всі підмножини iH , а за 
(3.13б) множину H. 

Теорема 2. Нехай є дві множини слів F і G структури 
( 32121 ,,,,,, dddrM FF ωω  ) і ),,,,,,( 32121 dddrM GG ωω . Причому у випадку 
вибору метрики ϕρ  вірними нерівностями будуть:  

.2
;2

32

21

dd
dd

≥
≥

 

Тоді модифікована композиція H = FG має структуру  
),,,,;;( 321211 dddrrMM GFGF ωωω+⋅ .                 (3.13в) 

Доведення. З виразу (3.13) видно, що відстань між словами усереди-
ні кожного зі складових, що стоять у правій частині (3.13) не менше d3. Ві-
дстань між словами, що належать різним складовим, не менше, ніж 2d2, 
внаслідок відношень 1d  і 2d , ця відстань не менше d3. Відстань між слова-
ми з akiH +ω2,  і )(

2, baH bki ≠+ω  не менше d2. Відстань між словами з jciH +ω2,  і 
)(

2, dcH jdi ≠+ω  не менше, ніж 2d1, тобто ця відстань не менше d2. Виходить, 
що iH  містить 21ωω  підмножин, відстань між якими не менше d2. Відстань 
між словами з gH  і )( hgH h ≠  не менше 1d . Значить H  має структуру 

),,,,,,( 321211 dddrrMM GFGF ωωω+ . Теорема доведена. 
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Зауваження. При ;1,1 21 >ω=ω  або 1,1 21 =ω>ω  теорема 2 пере-
творюється в теорему 1. Дійсно, наприклад 1,1 21 =ω>ω , F має структуру 

),,,,( 211 ddrM FF ω , G має структуру ),,,,( 211 ddrM GG ω  і тоді H  має 
структуру ),,,,( 211 ddrrMM GFGF ω+⋅ . 

Наслідок 3. Якщо 31 ,1 d>ω  непарне, тобто  
,...2,1;123 =+≥ ttd                                       (3.14) 

і 
321 ddd ≥+ ,                                             (3.14а) 

тоді модифікована композиція L = HF має структуру 
),,,,,,( 321211 dddrrrMMM FGFFGF ωω⋅ω++⋅⋅ , де H = FG відповідає 

структура (3.13в). 
Дійсно, якщо складемо композиції 

( ) ( ) ( )( )
( )

( ) (
( ) ( ) ( ) )

( );10;10;10

;...

......

...

...

211

mod1,mod)1()1(,mod1,mod)1(11,

,mod)1()1(,mod1,mod)1(12,

mod1,mod)1(1,,mod)1(,

mod1,1,mod,1,,0,,

21212121

121212

21212

2121

−ω≤≤−ω≤≤−ω≤≤

+++

++++

+++

++++=

ω−ω−−ωωω+ω−+ω−ω

ω−ω−ωω−ω+−ω

ω+ω++ωω+ω

ω−−ωω++ω

jik

FHFH

FHFH

FHFH

FHFHFHL

jkijki

jkijki

jkijki

kjkikjkijkijki

  (3.15) 

∑
−ω

=
=

1

0
,

2

;
j

jll LL                                           (3.15а) 

,
1

0

11

∑
−ωω

=
=

l
lLL                                            (3.15б) 

то побачимо, що відстань між словами усередині кожного зі складових, що 
стоять у правій частині (3.15) не менше 3d . Відстань між словами, що на-
лежать різним складовим не менше, ніж 21 dd + . Враховуючи відношення 
між 1d , 2d , 3d , внаслідок (3.14а), ця відстань не менше 3d . Відстань між 
словами із )( 1 kiL +ω , а )(;),( 1 babkiL ≠+ω  не менше 2d . Відстань між 
словами із jkgL ),( 1 +ω  і ;),( 1 jkhL +ω   )( hg ≠  не менше 1d . Відстань між 
словами із jciL ),( 1 +ω  і )(;),( 1 dcjdiL ≠+ω  не менше 1d .  
Значить L має структуру ),,,,,,( 321211 dddrrrMMM FGFFGF ωω⋅ω++⋅⋅ . 

Приклад 3. Нехай множина F трійкового дворозрядного коду має на-
ступні множини: 

                    ;
22
00

0,0
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=F                      ;
20
02

1,0
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=F                         { };112,0 =F  

                    { };010,1 =F                         { };101,1 =F                           { }.212,1 =F  
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Тут 4;2;1;3;2;2,8 32121 ====ω=ω== dddrM FF  (відстань у ме-
триці Мінковського). Відношення між 1d  і 2d  виконується. Якщо візьмемо 

3d  = 3, то виконуються ще умови (3.14) і (3.14а). Отже F має структуру (8, 
2, 2, 3, 1, 2, 3). Візьмемо множину FG = , тоді за наслідком 3 композиція 

FHL =  або 3FL =  має структуру (83, 6, 4, 3, 1, 2, 3). За (3.15) можна роз-
рахувати всі значення jhL ,  , де liH ,  розраховуються за (3.13). Як приклад 
наведемо три наступних розрахованих підмножин:  

1) k = 0,  i = 0,  j = 0 
.2,15,01,14,01,03,02,02,01,01,00,00,00,0 FHFHFHFHFHFHL +++++=  

2) k = 0,   i = 0,  j = 0 
.0,15,02,14,01,13,00,02,02,01,01,00,01,0 FHFHFHFHFHFHL +++++=  

3) k = 0,   i= 0,   j = 2 
,1,15,00,14,02,13,01,02,00,01,02,00,02,0 FHFHFHFHFHFHL +++++=  

де за (3.13) 

.
;
;

;
;
;

1,12,10,11,12,10,15,0

0,12,12,11,11,10,14,0

2,12,11,11,10,10,13,0

1,02,00,01,02,00,02,0

0,02,02,01,01,00,01,0

2,02,01,01,00,00,00,0

FFFFFFH
FFFFFFH
FFFFFFH

FFFFFFH
FFFFFFH
FFFFFFH

++=

++=

++=

++=

+++

++=

 

За визначенням композиції, можемо записати всі слова в кожній під-
множині. Для спрощення не будемо записувати всі слова, а тільки їх суму, 
яку позначимо через )( ,liHN  або )( , jhLN . Таким чином: 

;3111)(
;3111)(
;3111)(

;8242)(
;8224)(
;9144)(

5,0

4,0

3,0

2,0

1,0

0,0

=++=

=++=

=++=

=++=

=++=

=++=

HN
HN
HN
HN
HN
HN

 

.5033316169)(
;5133316818)(
;5133381618)(

2,0

1,0

0,0

=+++++=

=+++++=

=+++++=

LN
LN
LN
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Відстань між словами в кожній підмножині jL ,0  не менше 3. Від-
стань між словами з різних підмножин lH ,0  або jL ,0  теж не менше 3. Від-
стань між словами з різних підмножин lH ,0  або jL ,0  не менше 2. Додаючи 

0, 1, 2 до кожного jL ,0 , наприклад [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ]2,01,00,0 2;1;0 LLL , отримуємо 152 
трійкових семирозрядних слова, що мають відстань не менше 3. (Методом 
композиції при цьому виходить тільки 125 слів). Із цих слів можемо побу-
дувати код 7В7Т, що виправляє одиничні помилки, не змінюючи питомої 
швидкості передавання. 

Наслідок 4. Якщо 1ω  непарне, тобто 
,121 +=ω t     1=t , 2…, 

і виконуються умови (3.14), (3.14а), то модифікована композиція HFL =  
буде мати структуру  

),,,,,,( 321211 dddrrrMMM FGFFGF ωωω++⋅⋅ ,             (3.15в) 
де FGH =  має структуру (3.13в). Модифікована композиція LFQ =  в 
цьому випадку має структуру  

),,,,,,( 321221 dddrrrrMMMM FFGFFFGF ωωω+++⋅⋅⋅ .    (3.15г) 
Доведення. Якщо виконується умова для 1ω , то з (3.13) видно, що 

відстань між словами з підмножин ;
2, jkiH +ω  ;...;

211 )mod)1((mod)1( jkiH +ωω+ω+  

jkiH +ωω−ω− 211 )mod)1((,mod)1(  не менше 2d , хоча вони належать різним під-
множинам iH . Із цього зауваження можемо скласти такі композиції: 

);10;10;10(

,...

...

(

211

)mod)1(,mod)(1,mod)(

mod)1(,mod)(1,mod)(

1

0
,mod)(,mod)()mod)((,

221221

2121

1

12121

−ω≤≤−ω≤≤−ω≤≤

+

++

+=

ω−ω+ω−−ω+ωω+

ω+ω−+ωω+

−ω

=
ω−ωω++ωω+ ∑

jih

FH

FH

FHL

jhkkhi

jhkkhi

k
jhkkhijhii

 

;
1

0
,

21

∑
−ωω

=
=

l
lii LL  

.
1

0

1

∑
−ω

=
=

i
iLL  

Зі значень для h , i , j  видно, що відстань між словами усередині   
кожного зі складових, що стоять у правій частині не менше 3d . Відстань 
між словами, що належать різним складовим не менше, ніж 21 dd + . Вна-
слідок (3.14а) ця відстань не менше 3d . Відстань між словами з підмножин 

ahiiL +ωω+ 11)mod)((,  і )(;
21 )mod)((, baL bhii ≠+ωω+  не менше 2d . Відстань між сло-

вами з jciL −ω2,  і )(;
2, dcL jdi ≠+ω  теж не менше 2d . Відстань між словами з 
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підмножин jhigL +ωω+ 21 )mod)((,  і jhifL +ωω+ 21)mod)((, ; )( fg ≠ не менше 1d .  Зна-
чить L має структуру FGFFGF rrrMMM ++⋅⋅ ,( , ),,,, 321211 dddωωω .  

Модифіковану композицію LFQ =  будемо будувати за (3.15), 
(3.15а), (3.15б), при цьому замість H вводимо L, а замість L значення Q . 
Тоді отримаємо структуру (3.15г). 

Приклад 4. Нехай множина трійкових трирозрядних слів (В) склада-
ється з таких підмножин 

             ;
222
111
000

0,0
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=B            ;

201
120
012

1,0
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=B                      ;

012
102
021

2,0
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=B  

;
220
112
001

0,1
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=B             ;

202
121
010

1,1
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=B                      ;

211
100
022

2,1
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=B    (3.15д) 

             ;
221
110
002

0,2
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=B             ;

200
122
011

1,2
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=B                     .

212
101
020

2,2
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=B   

Тут 3;2;1;3;3;3 32121
3 ====ω=ω== dddrM BB , тобто множина 

В має структуру (33, 3, 3, 3, 1, 2, 3) (відстані в метриці Хеммінга). Умови 
(3.14), (3.14а), (3.15в) виконуються. Тоді модифікована композиція 

2BBBE =⋅= , за теоремою 3.2 має структуру (36, 6, 3, 9, 1, 2, 3). Модифі-
кована композиція 3BBEG =⋅=  за наслідком 4 має структуру (39, 9, 3, 9, 
1, 2, 3). Модифікована композиція 4BBGK =⋅=  за наслідком 4 має струк-
туру (312, 12, 9, 3, 1, 2, 3). 

Тому що числа слів у кожній підмножині jiB ,  однакові, то числа слів 
у підмножинах );80,00(, ≤≤≤≤ jiE ji  )80,20(, ≤≤≤≤ jiG ji  і 

)20,80(, ≤≤≤≤ jiK ji  теж однакові, і вони легко розраховуються і дорі-
внюють загальній кількості слів, що поділена на загальну кількість під-
множин, таким чином 

;3
93

)( 3
, =

⋅
= F

ji
MEN                                   (3.16) 

;3
93

)( 6
, =

⋅
= G

ji
MGN                                 (3.16а) 

.3
39

)( 9
, =

⋅
= K

ji
MKN                                 (3.16б) 

Теорема 3. Повна множина q-ічних трирозрядних кодових слів 
3qM =  має структуру ( 3,2,1,3,3,3,3q ). 



 294 

Доведення. Однорозрядні q-ічні кодові слова при 3>q  завжди мож-
на поділити на три групи, відстань між словами з однієї і тієї самої групи 
дорівнює 3, а відстань між словами із різних груп дорівнює 1. Так, напри-
клад, для 4=q  маємо 

{ } { }2,1,
3
0

210 ==
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

= III .                           (3.17) 

Для 5=q  отримаємо 

{ }2,
4
1

,
0
0

210 =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

= III .                        (3.17а) 

Для 6=q   

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
5
2

,
4
1

,
3
0

210 III                       (3.17б) 

і т.д. 
Множина трійкових трирозрядних кодових слів, як показано в при-

кладі 4, має структуру ( 3,2,1,3,3,3,33 ) (відстані в метриці Хеммінга). Як-
що замість [0], [1], [2] підставимо 210 ,, III  відповідно, то в результаті ком-
позиції множин )2,1,0( == iIi  отримаємо множину трирозрядних q-ічних 
кодів, що мають структуру ( 3,2,1,3,3,3,3q ). 

Приклад 5. Розглянемо приклад для 5=q . Запишемо 210 ,, III  замість 
0, 1, 2 відповідно, тоді 0,0B  (3.15д) буде мати вигляд 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

222

111

000

0,0

III
III
III

B .                                     (3.17в) 

В результаті для композицій 210 ,, III  за (3.17в) отримаємо 17 слів 
трирозрядного п’ятіркового коректуючого коду: 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

444333
441330
414303
411300
144033
141030
114003
111000

0,0B . 

Відстань між цими словами не менше 3. Код 222 виправляє одиничні по-
милки першого порядку. З цих слів можна будувати код 4В3Q1. 

Аналогічним чином згідно з (3.15г) можна отримати всі останні сло-
ва jiB ,  (3.15д).  
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Для множини п’ятіркових трирозрядних слів маємо структуру 
( 3,2,1,3,3,3,53 ).  

Застосовуючи наслідки 3, 4 і теорему 3 можемо розрахувати всі до-
зволені слова п’ятіркових коректуючих кодів ( 3≥Md ) з будь-якою довжи-
ною не менше трьох. Із таких слів можемо побудувати відповідні коди 

Q1mBr . Деякі результати для різних r  наведені в табл. 3.2. 
Аналогічно прикладу 4, розрахунки можна виконувати для всіх 

3≥q , тобто можна розрахувати всі дозволені слова q-ічних коректуючих 
кодів ( 3≥Md ).  

 
Таблиця 3.2 – Деякі  коректуючі  коди mBrQ1,  отримані   методом   модифікованої 

композиції 
 

r 3 4 10 15 20 
Np 17 70 58 513 ⋅ 13 / 27 520 / 81 

Коди 4B3Q1 6B4Q1 19B10Q1 29B15Q1 40B20Q1 
ρ 1,33 1,5 1,8 1,93 2,0 

 
Для порівняння в табл. 3.3 наведені деякі результати розрахунків за 

двома методами. З табл. 3.3 видно, що метод модифікованої композиції дає 
більш щільне упакування при збільшенні r і q . 

 
Таблиця 3.3 – Порівняння методів композиції і модифікованої композиції 

 

q = 3  Np(r)  q = 4 Np(r) q = 5 Np(r)  
r методом 

композиц. 
модифік. 
композиц. 

методом 
композиц. 

модифік. 
композиц. 

методом 
композиц. 

модифік. 
композиц. 

3 5 5 8 10 14 17 
4 9 9 16 32 51 70 
5 25 25 64 64 205 210 
6 46 51 256 256 663 765 
7 125 152 1024 1024 3061 3125 
8 261 264 2048 3244 8619  
9 629 787 8192 9766 33813  

 
Оцінки коректуючої здатності q-ічних кодів. Проведемо порівняння 

трійкових і п’ятіркових  коректуючих кодів з відповідними базовими ко-
дами, тобто за фіксованих значень ρ  і q . 

Ймовірність помилки на символ базових кодів розраховується за на-
ближеною формулою: 

,
1

1211 c
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
σ−

Φ−
−

=
U

qq
qР спом                              (3.18) 
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Формула (3.18) отримана в припущенні, що  

.1
1

3
≈⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
σ−

Φ cU
q

 

Будемо вважати, що в тракті передачі відсутні міжсимвольні спотво-
рення і не враховуються девіації моментів відхилення тактових імпульсів 
на приймальній стороні.  

Ймовірність помилки в слові коректуючого коду з мінімальною ко-
довою відстанню Md  (у метриці Мінковського) можна оцінити за форму-
лою 

∑ ∑
−

+
=

+
=

=+==
1

2
1

2
1
пом ).1,()1,(

q

dh

r

dtM M

htPthPР помдекпом              (3.18а) 

де )1,( =thРпом  – ймовірність помилки порядку h і кратності t = 1; 
)1,( =htРпом  – ймовірність помилки порядку кратності t і 1=h . 

Для 3=q , 3=d  (код 28В21Т) отримуємо  

∑
=

=+===
r

t
htРthРР

2
).1,()1,2( помпомдекпом              (3.18б) 

Ймовірність помилки другого порядку при кратності 3≥t  (за існую-
чих захищеностей Аз, характерних для лінійних трактів цифрових систем 
передачі) мала порівняно )1,2( == htРпом . Зневажаючи ними у формулі 
(3.18б), отримуємо 

2

)!2(!2
!)1,2()3,3( спомпомдекпом Р

r
rhtРdqР M −

===≈== .    (3.18в) 

Аналогічно, для коду 96В72Т ( 5=q , 3=d ), отримуємо 

.
)!3(!3

!)5,3( 3
спомдекпом Р

r
rdqР M −

≈==                      (3.18г) 

Для п’ятіркових коректуючих кодів отримуємо з формули (3.18а) – 
при 5=q , 3=d  

∑ ∑
= =

=+==
4

2 2
).1,()1,(

n

r

t
htРthРР помпомдекпом                (3.18д) 

Зневажаючи у формулі (3.18д) ймовірностями помилок високого по-
рядку й кратності, отримуємо для коду 40В20Q1 

2

)!2(!2
!)3,5( спомдекпом Р

r
rdqР M −

≈== .                     (3.19) 

Аналогічно для коду 118В53Q1 (d = 2), маємо 
3

)!3(!3
!)5,2( спомдекпом Р

r
rdqР M −

≈== .                         (3.20) 
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Результати розрахунків за формулами (3.18а ... 3.20) наведені на 
рис. 3.1. На рис. 3.2 показані залежності, що характеризують енергетичний 
виграш, що дається коректуючим кодами 96В72Т и 118В59Q1 порівняно з 
базовими кодами 4В3Т і 2В1Q1 відповідно.  

Рисунок 3.1 – Розрахунки за формулами  
(3.18а ... 3.20) 

 
Рисунок 3.2 – Енергетичний виграш 

кодів 96В72Т і 118В59Q 
 

3.1.4. Ефективність використання алфавіту каналу при q > 2 
 

При розгляді інформаційних характеристик каналів зв'язку було по-
казано, що пропускна здатність неперервного каналу при гауссівському 
шумі визначається смугою F∆  й відношенням потужностей сигналів cP  і 
завади зP   

,2
ch

P
P

=
з

c  

).1(log2 2
2 chFС +∆=                                  (3.21) 

У бінарних дискретних системах пропускна здатність обмежена сму-
гою пропускання F∆ , тому що межа Найквіста для швидкості модуляції В  
при лінійних амплітудно-частотній і фазо-частотній характеристиках 

FВ ∆=  забезпечує можливість роботи за відсутності міжсимвольних спо-
творень. Отже, для стандартного телефонного каналу зі смугою 3100=∆F  
при передаванні двійкових сигналів С ≤  6200 біт/с. 

У той самий час реальне значення 2h  існуючих провідних телефон-
них каналів дозволяє отримати при 252 ≥h  15000>C  біт/с. Отримання 
пропускної здатності, що перевищує швидкість модуляції, можливо тільки 

16 20 18 22 24 26 28 
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у випадку, коли кожний елементарний сигнал тривалістю Ft ∆= /10  (найк-
вістовий елемент) переносить більше одного біта інформації. У цьому ви-
падку основа коду більше двох і сигнали називають багатопозиційними. 
Нехай алфавіт джерела містить М повідомлень. Тоді, порівнюючи сигнали 
з основами а1 і а2 з умови  

,21
21
nn aаМ ==  

можна отримати співвідношення для значності кодових комбінацій 

.
log
log

22

12

2

1

a
a

n
n

=                                             (3.22) 

Отже, при заданій швидкості модуляції час передавання повідомлень 
при використанні багатопозиційних сигналів можна зменшити в log2n2 ра-
зів. Якщо тривалість сигнальної конструкції залишити постійною, то за цей 
рахунок можна збільшити значення h2 на інтервалі кодового слова. 

Розрахунок імовірності помилкового приймання eP , одного із мож-
ливих з ансамблю «a» сигналів, на одиничному інтервалі досить складний, 
тому що не всі сигнали ортогональні, рівноймовірні й мають однакову 
енергію. Якщо вважати, що зазначені властивості є, то можна визначити 
верхню межу eP . 

На рис. 3.3 сигнали (позиції) представлені в тривимірному просторі. 
При передаванні сигналу c1U  вектор прийнятого сигналу 
Up = (Uc1+Uз1)+Uз2+Uз3, де Uз – напруга завади; Uз1, Uз2, Uз3 – складові 
флуктуаційної завади на осях 21, ϕϕ  і 3ϕ ; вектор c11c QU Ψ= ; 1Ψ  – оди-
ничний вектор координатної осі 1ϕ  ( cQ  – енергія сигналу). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Рисунок 3.3 – Сигнали у тривимірному просторі 
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На приймальній стороні може бути помилка, якщо з21cз2 UUU +>  
або з1c1з2 UUU +> . У цьому випадку буде зареєстровано сигнал Uc3. Від-
повідно до критерію максимуму правдоподібності, оптимальний приймач 
повинен вибрати з ансамблю «a» випадкових величин  

,1)(
2/

2/
зc

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∆+⋅
σ

=α ∫
−

Т

T

hdtUUl lrcll
2

2
з

     (3.23) 

де l = 1; 2; … a, найбільша величина, що відповідає передаванню сигналу 
Ucr. Тут −2

lch  перевищення l -го сигналу; lr∆  – символ Кронекера. 
Знайдемо закон розподілу величин lα , де rl ≠ . Розкладаючи заваду 

й сигнал у ряд Котельникова  

( ) ( )∑
=

ϕΑ=
n

k
ttU

1
c kkc ,        ( ) ( )∑

=

ϕΑ=
n

k
ttU

1
з kkз , 

отримаємо  

.;1
11

1 ∑∑
== σ

Α
Α=ΑΑ

σ
=α

n

k

n

k
k 2

з

c
зcз2

з

k
kk                         (3.24) 

Вагові коефіцієнти kcΑ  – невипадкові, а kзΑ  – статистичні випадкові 
величини з нормальним законом розподілу й дисперсією 2

зσ . Тому доданки 
kзΑ  також мають нормальний закон розподілу: 

( ) 22e
2

1
ασ

α
−

ασπ
=α

2
l

lW .                                (3.25) 

Величина rα  має густину розподілу ймовірностей  
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Для вірного виявлення сигналу Ucr необхідно, щоб 0Ur ≥α , а для 
( 1−a ) інших величин 0Ul <α . Тоді ймовірність помилкового розв’язання  
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Після перетворень отримаємо 

( ) ( )∫
∞

∞−

−− +
π

−= dzUhVp
z

a 2
0

2
c

1
0

2

e2
2
11 ,              (3.26) 

де )(zV  – функція Лапласа. 
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Враховуючи припущення, що всі «a» сигналів рівноймовірні й мають 
однакову енергію, то вираз (3.26) справедливий для будь-якого сигналу 
«a» алфавіту. 

Якщо сигнали рівноймовірні, але мають різну питому енергію 

∫ ∏
∞

∞−

−

= ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+

+
π

−= dz
Q
QU

QV
QQVp

za

k k

2

1 c

c
02

c

cc
0

2

e
22

11 2

2

2
з

22

k

rkr
a .              (3.27) 

Легко показати, що при 
const=2

cQ  вираз (3.27) переходить у 
вираз (3.26). 

На рис. 3.4 наведені залежності 
ймовірності помилкового приймання 
елемента за різних а і 2

ch . Із цих зале-
жностей слідує, що зміна числа позиції 
сигналу від 2 до 128 при «хороших» 
каналах (h 2> 9) збільшує ймовірність 
помилкового приймання елемента 
більш ніж на два порядки. 

Порівняння багатопозиційних 
і багатозначних двійкових сигналів. 
Як приклад розглянемо випадок, коли 
алфавіт джерела містить 16 рівноймо-
вірних символів. Для передачі такого 
алфавіту можна використовувати од-
нозначний (одноелементний) кодовий 

сигнал при 161 =a , двохелементний при 42 =a , чотирьохелементний при 
23 =a . 
Для розрахунку завадостійкості скористаємося виразом (3.26) і роз-

кладанням інтеграла ймовірностей в ряд  
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Тоді ймовірність помилки за двійкових сигналів з однаковою енергією 
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В зв’язку з тим, що перевищення чотиризначного двійкового сигналу 
2

)2(c
2

)4(c 4 == = an hh , 
то ймовірність помилкового приймання кодового слова довжиною 4=п  
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Рисунок 3.4 – Залежності ймовірності 
помилкового приймання 
елемента за різних а та 2

ch  
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)2(0
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= ≈−= aa
n

a ppp . 

З огляду на те, що при розкладанні Ф(z) для 3≥z  похибка становить 
не більше 10 %, для  р0а отримаємо  
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1 h
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З огляду на вираз (3.28), отримаємо 

2
2

)4(c

)4(
)2(

2
)4(c

e
2

8 =−

=

=
=

π
=

nh

n

n
a

h
p .   (3.29) 

Ймовірність спотворення двозначного чотирипозиційного сигналу 
)4(0
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Тому що перевищення чотирипозиційного сигналу (імпульсу) 2
)4c =(ah  

однозначно  пов'язане  з перевищенням двозначного чотирипозиційного 
сигналу 2

)2c( =nh  відношенням  
2

)4c(
2

)2c( 2 == = an hh ,         (3.31) 
то остаточно отримаємо  
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За отриманими виразами побудо-
вані залежності ( )2

c0 hfp =  для n = 2 і 
)1(4=a ; 4=n ; )2(2=a ; )3(16,1 == an  

(рис. 3.5). 
З рис. 3.5. слідує, що потенційна завадостійкість при 2>a  вище за-

вадостійкості багатоелементних конструкцій двійкового сигналу. 
Вплив швидкості передавання інформації на вірність зв'язку. 

Якщо швидкість модуляції становить B дв. од/с (Бод), то за час Т можна 
передати М = 2ВТ різних рівноймовірних повідомлень. При використанні 
простого (безнадлишкового коду) число інформаційних символів 

Mm 2log≥ . 
При введенні надлишкових елементів отримаємо n-елементні кодові 

слова (n = m + k), що зменшує швидкість передавання до величини  

n
mnR −

= . 

Рисунок 3.5 – Залежність ( )2
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Якщо час передачі Т задано, то збільшення елементності кодових 

слів вимагає збільшення швидкості передавання (за умови 
F

B
∆

<
1 ), що 

пов'язано зі зменшенням питомої енергії. У результаті c
2n  зменшується, що 

приводить до збільшення ймовірності помилки. 
Таким чином, збільшення надлишковості і збільшення швидкості 

модуляції впливають на вірність зв'язку. 
Установимо залежність імовірності помилкового прийому багато-

значних ( n-елементних) символів від параметра 

B
PQ c2

c = , 

що характеризує витрату питомої енергії на одну двійкову одиницю інфор-
мації. Роль параметра 2

cQ  особливо важлива в системах зв'язку, де обсяг 
інформації великий, а енергія мала. Це характерно для систем передачі па-
раметрів космічних систем. Для ілюстрації впливу параметра 2

cQ  на вір-
ність зв'язку розглянемо два способи передачі повідомлень. 

При першому способі, який називається посимвольним (поелемент-
ним), сигнальні конструкції представляють m-значні двійкові кодові слова 
з енергією 2

ce QBTmQ m=2  й передаються елемент за елементом. При дру-
гому способі, який називається передачею укрупненими сигналами, алфа-
віт сигналів має 2т ортогональних векторів з питомою енергією 2

e
2
y mQQ = . 

У цьому випадку передача j-го символу повідомлення оцінюються в 
момент закінчення формування цього повідомлення. 

Для конкретності виберемо повідомлення, що відповідає кодовому 
слову 1011. Представивши ортогональні сигнали виразом  
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2
cc jttQtU j

k

j
−ϕ=∑

=

 =j( 1, 2, т), 

де )(tjϕ  – нормована за енергією координатна функція, що являє собою 

імпульс тривалістю 0T  з одиничною енергією; kBTm =  – число двійкових 
символів у кодовім слові тривалістю Тk. 

Розмістимо всі mM 2=  символів у вершинах m2  гіперкуба. 
Тоді ймовірність хоча б однієї помилки  
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c  – інтеграл імовірності. 
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Як випливає з наведеного виразу, ймовірність помилки зростає зі 
збільшенням тривалості повідомлення: за фіксованого Тk. ймовірність eP  
може бути зроблена малою тільки шляхом збільшення питомої енергії 
елементарного символу, тобто середньої потужності сигналу або за раху-
нок зниження швидкості передавання інформації В. 

 
3.1.5. Статистичні параметри БЧМ 

 
Більшість існуючих систем з ЧМ використовують двійковий код. 

Поряд із цим знаходить застосування багатопозиційна частотна модуляція  
(БЧМ) з основою частотного коду 2>a . 

Канали БЧМ за деяких технічних показників кращі за двійкові кана-
ли з ЧМ, наприклад, спотворення тривалості посилок через багатопроме-
неве поширення радіохвиль є серйозною завадою для підвищення швидко-
сті передавання по КВ каналах: у тих випадках, коли абсолютна величина 
цих спотворень перевищує виправляючу здатність приймального при-
строю – настає невірне приймання. Для боротьби з цим явищем необхідно 
збільшувати тривалість посилки, однак за двійкової ЧМ це пов’язане зі 
зниженням швидкості передавання інформації iυ . 

Наприклад, перехід від двійкової ЧМ до БЧМ із 32=a  дозволить 
збільшити тривалість посилок у 5 разів при збереженні тієї самої швидко-
сті Ві. Якщо ж, навпаки, зберегти колишню величину t0, то в 5 разів необ-
хідно збільшити B .  

Подовження посилок за постійної швидкості передавання інформації 
const=υi  призводить до більш надійної їхньої реєстрації. Дійсно, якщо 

припустити, що спотворення тривалості посилок підкоряються нормаль-
ному закону розподілу, то ймовірність помилкової реєстрації посилок при 
виправляючій здатності макс0tδ=µn  характеризується виразом  

∫
∞

µ
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⎛
σ
µ

−=ω=
0

0
0 1)(

t

tVdTTP
n

T

n , 

де )(zV  – функція Лапласа; Tσ  – середньоквадратичне значення зміни три-
валості посилки. 

Нехай, наприклад, умови в каналі такі, що ймовірність Р0 = 0,1; це 

відповідає значенню 64,10 =
σ
µ

T

nt . Якщо тепер посилку t0 подовжити в 3 ра-

зи, то ймовірність 610)92,4(1 −<−= VPe , що свідчить про підвищення вір-
ності приймання. 

Смуга частот при БЧМ. Відстань сусідніх частот вF  при БЧМ у за-
гальному вигляді визначається виразом  
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M
c

в 2 F
T

F ζ=
ζ

=
a

,                                          (3.33) 

де ζ  – деякий коефіцієнт, що залежить від стабільності частоти; FM  – час-
тота маніпуляції; aTc  – тривалість елементарної посилки a -позиційного 
коду. 

Відстань між максимальною й мінімальною частотами при БЧМ буде 
)1(вмакcв −= aFF . 

Це відповідає максимальній девіації частоти 
Mд )1( FаF −ζ=макc  

і сумарному індексу частотної маніпуляції 

).1( −ζ== а
F

F
m

M

максд
максч  

Тоді смуга частот при БЧМ визначається  

[ ])1()1(11
c

−ζ+−ζ+=∆ аа
T

fа
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.                      (3.34) 

Порівняємо величину аf∆  зі смугою частот 

)1(1
c

2 ζ+ζ+=∆
2T

f .    (3.35) 

У зв’язку з тим, що  
.log2cc аTT 2=а  

Коефіцієнт розширення смуги 

а
аа

f
fk

22 log)1(
)1()1(1

ζ+ζ+
−ζ+−ζ+

=
∆
∆

= a
a .                       (3.36) 

Вираз подано графічно на рис. 3.6, на якому бачимо, що розширення 
смуги при переході від ЧМ до БЧМ порівняно невелике. Так, наприклад, 
при 2=ζ  й 32=a  коефіцієнт 2,332 ≈k . 

Таке значне розширення смуги має місце тільки за високої стабіль-
ності частоти, коли смуга частот приймача визначається тривалістю еле-
ментарного імпульсу, у результаті чого звуження його спектра деякою мі-
рою компенсує вплив збільшення числа частот. 

За низької стабільності частоти смуга пропускання приймача мен-
шою мірою залежить від величини cT  і приблизно можна вважати, що 

2cc TT a ≈ . При цьому коефіцієнт 

ζ+ζ+
−ζ+−ζ+

≈
1

)1(()1(1 aa
ka                                (3.37) 

і для розглянутого прикладу 2,48 ≈k  й 1632 ≈k . 



 305 

Таким чином, БЧМ доцільно застосовувати в каналах з високою ста-
більністю частоти або з метою зменшення впливу крайових спотворень ім-
пульсів. Найбільшу економію смуги частот при 1=ζ  забезпечують трійко-
ві системи БЧМ з 3=a , еквівалентні двійковим системам з ЧМ. 

Структура сигналів БЧМ. За принципом побудови частотного коду 
методи формування сигналів БЧМ можна поділити на дві групи: з послі-
довним і паралельним кодуванням. У першому випадку кодова комбінація 
утвориться послідовним у часі набором посилок різних частот, і по лінії 
зв'язку в кожний момент часу передаються коливання тільки однієї частоти 
(мелодія). У другому випадку кодові комбінації утворяться набором поси-
лок різних частот, переданих по лінії зв'язку одночасно. Можливі два типи 
такої системи. На рис. 3.7 подано принцип побудови сигналу, який харак-
теризується тим, що в кожний даний момент часу може передаватись 

ar ...,,2,1−  коливань різних частот системи типу «Акорд». Характеристи-
ки такої системи подібні характеристикам звичайної системи з амплітуд-
ною модуляцією. У системі «Акорд-ЧМ» (рис. 3.7, б) кількість випроміню-
ваних частот для кожного знака (літери або цифри) постійна. Це досягаєть-
ся тим, що весь алфавіт m частот можна поділити на n груп по k частот у 
групі ( knm = ) і передавати щоразу по одній частоті з кожної групи. Оче-
видно, що в межах будь-якої групи частот приймання може здійснюватися 
аналогічно k-позиційній системі. Тому система БЧМ є окремим випадком 
системи «Акорд-ЧМ» при k = 1. 

 
 
 

 

Рисунок 3.6 – Смуга частот при БЧМ Рисунок 3.7 – Структура сигналів БЧМ:  
а – «Мелодія», б – «Акорд-АМ»,  

в – «Акорд-ЧМ» 
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Для такої системи смуга частот, займана сигналом при передаванні 
інформації із заданою швидкістю, буде різною для кожної системи, тому 
що 

),()(
c

XHB
T

XHB TT ==  

де Н(Х) – ентропія алфавіту, переданого за одиницю часу. Ємність алфаві-
ту джерела  

сд22 )( ТXHM υ== , 
 а смуга вибраних частот  

сд2
c

Т
TT

Mf υ
υ==∆ .                                    (3.38) 

Для системи «Акорд-АМ» ентропія й смуга частот будуть 
)(;2log)( 2 XHfmXH m =∆== .                      (3.39) 

Нарешті, для сиcтеми «Акорд-ЧМ» ентропія knXH 2log)( = , звідки 
алфавіт джерела 

n
T

M
cд

2
υ

= , 
а смуга частот 

n
T

TT
nmf

cд

2
c

υ

υ==∆ .                                    (3.40) 

Розширення смуги частот при зростанні В супроводжується зростан-
ням потужності адаптивних флуктуаційних завад у смузі пропускання 
приймача. При завадах з однорідним енергетичним спектром це може бути 
скомпенсоване підвищенням потужності передавача, пропорційним роз-
ширенню смуги частот. Потрібно визначити параметри каналу, в якому для 
передавання інформації зі швидкістю 12 ii BB >  потрібне найменше збіль-
шення потужності передавача. У такій постановці зазначена проблема  
вперше була вирішена Л.М. Фінком, який довів, що в однопроменевих ра-
діоканалах, характерних для систем «Мелодія» з основою коду 3=a  за 
тривалості елементарної посилки 

дд
c

443,1
2ln

1
υ

=
υ

=T . 

 
3.1.6. Ймовірнісні параметри БЧМ 

 
Загальний метод аналізу завадостійкості каналів БЧМ ґрунтується на 

поданні їх розгалуженим ланцюгом (рис. 3.8), де кожний частотний тракт на 
передавальному й на приймальному кінцях відповідає одному сигналу m-
позиційного коду. Підкреслимо, що таке графічне подання справедливе для 
будь-якого способу модуляції ортогональних сигналів – ДЧМ, БЧМ тощо. 
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Загальною умовою пра-
вильної реєстрації сигналів при 
завадах довільного типу є пе-
ревищення амплітуди сумарно-
го коливання сигналу й завади 
в робочому тракті над ампліту-
дою завади в будь-який з m – 1 
вільних трактів. Тоді вираз для ймовірності помилки буде 

∑
=

−−=
m

k
пkkпm PPP

1
)1(1 ,                                  (3.41) 

де kP  – апріорна ймовірність k-го сигналу; пkP  – ймовірність помилкового 
приймання сигналів у кожному із трактів, що залежить від перевищення 
сигналу 2

ch , статистичної структури завади й числа трактів m. Імовірність  

( ) ( ) pk

m

j
pkpkпk dUUUPUP ∫ ∏

∞

∞−

−

=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
<ω−=

1

1
зj1 ,                  (3.42) 

де ( )pkUω  – густина розподілу ймовірності амплітуди результуючого (су-

марного) коливання в k-му робочому тракті; ( )pkj UUP <з  – ймовірність то-

го, що амплітуда завади зU  в j-му холостому тракті менше амплітуди су-
марного коливання в k-му робочому тракті. 

Надалі будемо вважати, що всі сигнали рівноймовірні й мають одна-
кову енергію, всі тракти ідентичні, а статистична структура завад у них 
однакова. В цих умовах ймовірність помилки  

пkпm PP = ,                                            (3.43) 
тобто завадостійкість БЧМ кількісно характеризується ймовірністю поми-
лкового визначення сигналу в кожному із трактів системи. 

При некогерентному прийманні густина ймовірності амплітуди зава-
ди ( )зUω  в кожному тракті описується законом Релея. Тоді ймовірність 

( ) ( )∫
∞−

σ
−

−=ω=<
pk pkU U

pkj dUUUUP
2
з

2

2e1ззз                  (3.44) 

Враховуючи, що розподіл ймовірності сумарного коливання ( )pUω  в 
кожному тракті описується узагальненим законом розподілу Релея, ймовір-
ність помилки буде 
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Рисунок 3.8 – Геометрична модель каналу БЧМ 
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Представивши модифіковану функцію Бесселя виразом 

( ) ( )
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0
22
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c0 !2
2

l
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p
p l

qh
qqI                                   (3.45) 

і застосувавши біноміальне розкладання  

( ) ( )
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l
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m 2
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після перетворень отримаємо вираз для ймовірності помилки у систе-
мі БЧМ 

( ) ( )
( ) ( )

1
1

1

1 2
c2

c е
!1!1

1е!1 +
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=

+
− ∑ −−+
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−= k
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k
h

пm kmk
mP .              (3.46) 

Для випадку використання двох трактів отримаємо ймовірність  

2
02

2
c

е
2
1 h

P
−

= ,                                               (3.47) 

що збігається з виразом для простих двійкових каналів ЧМ. 
За великих значень 2

ch  можливо обмежитися тільки першими двома 
членами ряду (3.46), при цьому ймовірність  

2
0

2
c

е
2

1 h

m
mP

−−
≈ .                                         (3.48) 

Завадостійкість когерентного БЧМ. Метод аналізу когерентного 
приймання сигналів БЧМ залишається колишнім з тією лише різницею, що 
необхідно враховувати тільки синфазну складову завади, розподілену за 
нормальним законом. Тому, опускаючи проміжні викладення, наведемо 
остаточний вираз для ймовірності помилки: 
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πσπ
−= ∫∫ .        (3.49) 

В окремому випадку при m = 2 імовірність 
( )2

c02 Ф hP = , 
що збігається з формулою для простих двійкових каналів ЧМ.  

За великих значень 2
ch  формула (3.49) може бути замінена наближе-

ним виразом 

( )2
cФ

2
1 hmPпm

−
≈ .                                      (3.50) 

Завадостійкість БЧМ при імпульсних і зосереджених завадах. Якщо 
ідеальна густина імпульсної завади однакова в усіх трактах БЧМ, то ймо-
вірність помилки тотожно дорівнює (принаймні теоретично) ймовірності 
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помилки у двійкових каналах ЧМ. Практично завадостійкість БЧМ трохи 
менше внаслідок відхилення параметрів трактів (коефіцієнтів підсилення, 
ефективних смуг пропускання, форми частотних характеристик). 

Завадостійкість до зосереджених завад залежить від закону розподі-
лу ймовірності попадання завади в тракт системи БЧМ від типу уражених 
трактів (холості й діючі). Тому точний аналіз тут стає важким, а погіршен-
ня завадостійкості порівняно з двійковими каналами ЧМ більш помітним. 

Вплив стабільності частоти на завадостійкість БЧМ. Оцінимо, як 
впливає стабільність частоти генератора на вірність зв'язку при некоге-
рентному прийманні сигналів БЧМ і дії в каналі флуктуаційних завад. По-
значимо через n2 і  nm значності кодових комбінацій, а через 2nP  і nmP  – 
ймовірності спотворення елементарних символів при ЧМ і БЧМ.  

Ймовірність спотворення n-значної кодової комбінації 
( ) ee11 nPPP n

n ≈−−= . 
Тоді для ЧМ і БЧМ відповідно отримаємо 

nmmnmnn PnPnPP ≈≈ ;22 .                              (3.51) 
Враховуючи, що  

m
nnm

2

2

log
= , 

для величини відношення вірності зв'язку при БЧМ відносно ЧМ маємо 
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P
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m

2022
2 log

==ε .                                  (3.52) 

Підставивши в (3.52) вирази (3.46) і (3.47), отримаємо  
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де 2
c

2
2c , mhh  – перевищення сигналів ЧМ і БЧМ над флуктуаційними завада-

ми. 
За низької стабільності частоти, коли mTT c2c ≈ , можна вважати, що 

2
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За високої (ідеальної) стабільності частоти тривалості посилок при 
ЧМ і БЧМ пов'язані, тому смуга пропускання розділювальних фільтрів при 
БЧМ може бути звужена в m2log  разів. У цьому випадку для 2

cmh  отри-
маємо 

mhh m 2
2
2c

2
c log= .                                      (3.55) 
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При цьому  
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Формули (3.54) і (3.56) справедливі при виконанні рівностей (3.51), 
тобто за мінімальних імовірностей 2nP  і nmP  або, інакше кажучи, за вели-
ких значень 2

2ch . Вважаючи, що 12
2c >>h , у формулах (3.54) і (3.56) можна 

обмежитися числами з індексами k = 1 і k = 2. Тоді отримаємо: 
– за низької стабільності частоти 
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– за високої (ідеальної) стабільності частоти генераторів 
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Для орієнтовної оцінки величини 2mε  можна користуватися набли-
женими співвідношеннями: 

– для низької стабільності частоти 

;
log

1

2
2 m

m
m

−
≈ε                                                  (3.59) 

– для високої стабільності частоти 
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Вираз (3.59) подано графічно на рис. 3.9, а, з чого бачимо, що підви-
щення основи коду за низької стабільності частоти несуттєво погіршує   
вірність зв'язку при БЧМ порівняно з ЧМ. Так, наприклад, перехід до БЧМ 
з основою частотного коду m = 4 і m = 8 при перевищенні 252

2c =h  призво-
дить до зменшення ймовірності спотворення кодової комбінації відповідно 
в 3105 −⋅  і 5105 −⋅  разів. 

Результати розрахунку за формулою (3.60) наведені на рис. 3.9, б. 
Зменшення ймовірності помилки при підвищенні m еквівалентно до 

виграшу в необхідній середній потужності сигналу. Однак за кількісної 
оцінки величини виграшу необхідно враховувати вплив на ймовірність по-
милки двох протилежних факторів: з одного боку, вона зменшується зі 
зростанням перевищення сигналу відповідно до виразу (3.55), з іншого – 
вона зростає за рахунок збільшення числа частот пропорційного множника 

m
m

2log
1−  у формулі (3.60). Вважаючи в цій формулі nmn PP =2 , отримаємо  
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 б) 
Рисунок 3.9 – Вплив основи коду БЧМ на відносну ймовірність помилки:  

а – низька стабільність частоти; б – висока стабільність частоти 
 
Цей вираз визначає величину перевищення 2
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виграш у середній потужності сигналу складе 
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Результати розрахунку за формулою (3.61) наведені на рис. 3.10. 
Аналіз кривих показує, що за 
практичних прийнятних зна-
чень m і 2

2ch  величина 
32…≥βP . 

Розглянемо тепер промі-
жний випадок, коли стабіль-
ність частоти така, що при по-
довженні посилок у m2log  ра-
зів смуга пропускання може 
бути звужена в m2log<η  ра-
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Рисунок 3.10 – Енергетичний виграш за БЧМ 
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зів. Тоді перевищення сигналу при БЧМ 
2
2c

2
c hh m η= ,                                             (3.62) 

і вираз (3.53) набуде вигляду 
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m .   (3.63) 

Вважаючи 12
2c >>h  і можна обмежитися тільки числами з індексами 

1=k  і 2=k . Тоді отримаємо 

( ) ( )( ) ( )
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m .   (3.64) 

Для орієнтовної оцінки можна користуватися наближеним виразом  

( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ η−−
≈ε

2
1exp

log
1 2

2c

2
2

h
m

m
m .                           (3.65)  

Неважко побачити, що формули (3.59) і (3.60) є окремими випадками 
виразу (3.65), з якого вони одержані за значень 1=η  (низька стабільність 
частоти) і m2log=η  (висока стабільність частоти). 

Припустимо, що смуга пропускання розподіляючого фільтра 

н
c

Ф
1 f
T

f +=∆ ,         (3.66) 

де величина нf∆  визначається нестабільністю  частоти. Тоді будемо мати: 
– для ЧМ 

( )н2c
2c

н
2c

2Ф 111 fT
T

f
T

f ∆+=∆+=∆ ;                          (3.67) 

– для БЧМ 
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Позначимо через 
2cнн2c0 TffT ∆=∆=α .                                     (3.69) 

Величина 0α  показує, у скільки разів абсолютна нестабільність час-
тоти перевищує ширину спектра елементарної посилки. Тоді 
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m
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m 20
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а вираз (3.65) буде 
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Результати розрахунку за 
формулою (3.71) для БЧМ з під-
ставленням частотного коду 4=т  
і 8=т  при 252

2c =h  й 1002
2c =h  наве-

дені на рис. 3.11. 
Аналіз залежностей показує, 

що за високої стабільності часто-
ти (параметр 0α  малий) збіль-
шення m підвищує завадостійкість 
БЧМ порівняно з ЧМ, причому 
виграш у завадостійкості тим бі-
льше, чим значення m і 2

2ch . 
Зі зниженням стабільності 

частоти коливань вплив доданка 
нf∆  у формулах (3.67) і (3.68) зростає й, починаючи з деяких значень 0α , 

виграш БЧМ у завадостійкості зі зростанням m зменшується. За деякого 
граничного значення 0α  величина 12 =εm , що відповідає однаковій завадо-
стійкості каналів ЧМ і БЧМ. За більшого значення 0α  ймовірність зв'язку 
за БЧМ стає гірше, ніж за ЧМ. 

 
3.1.7. Параметричне кодування як метод збільшення  

алфавіту каналу 
  

Висока вірність передавання та часові вимоги до затримки повідом-
лення є суперечними. Тому коди доцільно оцінювати узагальненими пара-
метрами, наприклад, коефіцієнтом ефективності EK  

вE РVK ε⋅ξ= ,                                        (3.72) 
де параметр Vξ  характеризує відносну швидкість передавання 

n
m

V =ξ . 

Параметр вРε  характеризує вірність передавання і визначається через 
імовірність помилкового приймання кодового слова kPп  

kp Pпв log−=ξ . 

При використанні критерію еквівалентної ймовірності помилки eP  
умова використання коректуючих кодів має вигляд: 

eп mPP k ≤ . 
Для каналів з незалежними помилками при виправленні r -кратних 

помилок 

Рисунок 3.11 – Вплив стабільності частоти 
на вірність зв’язку за БЧМ 
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∑
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Зрозуміло, що зі збільшенням кратності виправлених помилок зрос-
тає число надлишкових елементів k , що зменшує vε . 

У каналах з урахуванням пакетів помилок для кодів, виправляючих 
пакети довжиною пl  – символів, нижня межа надлишкових елементів 

[ ])2(log1 п2п lnlk −++−≥ . 

При визначенні ймовірності появи в кодовому слові помилок кратно-
сті t  необхідно врахувати стан каналу  

)()()( 21п tPtPtP kkk += , 

де )(1 tPk , )(2 tPk  – ймовірності появи помилок кратності 1+≥ ii rt  за наяв-
ності і відсутності пакетів помилок. 
 Розглянемо два приклади, які виникають на практиці. 
 Приклад 6. Параметри надлишкового коду узгоджені з параметрами 
каналу. 
 Якщо в каналі помилки не групуються (канал з незалежними помил-
ками), то ймовірність помилкового приймання визначається виразом 
(3.72). 

Якщо використовується канал з групуванням помилок ( 0≠α ), то 
імовірність помилки в кодовім слові визначається  
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де пcl  – середня довжина пакета, ппp  – ймовірність помилкового прийман-
ня елемента в «поганому» стані каналу. 
 Приклад 7. Параметри коду не узгоджені з характеристиками потоку 
помилок. 
 Якщо в каналі з незалежними помилками використовується код, ви-
правляючий помилки довжиною пl , вагою r , то ймовірність помилкового 
кодового слова 
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 Якщо в каналі з групуванням використовується код, який виправляє 
незалежні помилки, то 
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 Якщо в каналі з групуванням помилок використовується код, випра-
вляючий незалежні помилки кратності 0r  і відомий коефіцієнт кореляції 
помилок ρ  на інтервалі пакета, то  

∑
+=
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−

ρ−ρ=
n

rr

nrlr
lkk CrlPrlP

1
00

2
2п1пп

0

п

п
)1(),(),( .  (3.76) 

При параметричному кодуванні використовується більша кількість 
різних канальних сигналів за фіксованої довжини n -елементного коду.  

На рис. 3.12 показані залежності )( 0п pfP k =  і )( vE fK ξ=  для узго-
джених і неузгоджених кодів з відповідними параметрами каналу і побу-
довані згідно з виразами (3.73), (3.75) та (3.72).  

Із побудованих залежностей можна зробити висновки:  
− для узгоджених з потоком помилок кодів вплив vξ  на ймовірність 

вірного приймання більше ніж для неузгоджених кодів; 
− кращими властивостями володіють коди більшої довжини (n); 
− узгоджені коди для параметра )( 0 vck PfK ξ=  мають екстремум. 
Таким чином ефективність коду залежить від його узгодженості з ха-

рактеристиками потоку помилок. У каналах зі змінними параметрами по-
току помилок доцільно вести контроль їх і проводити адаптацію методу 
передачі. Одним із методів адаптації – є параметричне кодування. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 3.12 – Характеристики завадостійкості (а) та ефективності (б) 
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 Приклад 8. Нехай при передаванні двійкових повідомлень викорис-
товується 3=a . Тоді при первинному кодуванні «1» відповідає 1a , а сим-
волу «0» сигнал 2a  або 3a . Домовимось, що сигналом 2a  нуль кодується в 
тому випадку, коли сигналом 2S  (тобто нулем) починається повідомлення, 
або якщо перед даним 2S  передавалось парне число одиниць. Тоді, якщо 

0010101011011→S  – то в канал передається 212131312 aaaaaaaaax → . 
Введені таким чином кореляційні зв’язки дозволяють виявляти помилки за 
меншої надлишковості. Для збільшення алфавіту каналу доцільне збіль-
шення числа координат n -вимірного вектора. 

Перетворення сигналів за рахунок зміни системи координат є одним 
зі способів завадостійкого кодування і забезпечує зменшення впливу імпу-
льсних завад у каналах зв’язку без погіршення їх стійкості до зосередже-
них і флуктуаційних завад. 

Перерозподіл енергії зосереджених завад. Двійкові n -значні сигна-
ли утворюють безліч n2  векторів, кінці яких знаходяться на вершинах n -
вимірного гіперкуба. Області розв’язання (відповідно області сигналів) ви-
значаються розбиттям усього простору ( 1−n )-вимірними поверхнями, па-
ралельними координатним осям n -вимірного простору. 

Одиночну адитивну заваду можна подати вектором зU , який вихо-
дить з вершини гіперкуба, що відповідає сигналу υcX  паралельно одній з 
ортогональних осей простору. За двійкових сигналів, що мають значення 

1± , відстань між сусідніми вершинами гіперкуба 2=d . Тому помилка 
станеться лише при довжині вектора завади 12

з >= QU , коли кінець 

сумарного вектора зUX c +υ  виявиться у власній області сигналу υcX  
(рис. 3.13). 

Очевидно, що енергія імпульсної за-
вади може бути невеликою. Ймовірність 
помилки можна знизити, збільшуючи енер-
гію сигналу 2Q , тобто кодову відстань υcd  

між кодограмами cvX  і ckX . Проте така 
міра у ряді випадків може виявитися недо-
статньо ефективною через велику інтенси-
вність завад або за обмеженої потужності 
переданих сигналів. 

Повернемо всю координатну систему 
відносно її центра. Оскільки вектор зU  па-

ралельний одній з осей, то він також повернеться відносно точки υcX . Зро-

Рисунок 3.13 – Принцип  
обертального перетворення 

сигналів 

cvX                      ckХ  
                                зU               
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зуміло, що при розміщені зU  і радіуса гіперсфери довжина вектора зU  мо-
же збільшитися, не виключаючи помилки. Таке розміщення координат на-
зиватимемо оптимальним. Помилка при цьому станеться лише тоді, коли 

nQQU =>= 2
c

2
зз ,   (3.77) 

тобто при перевищенні енергії завади над енергією сигналу.  
Одиночну імпульсну заваду до перетворення можна подати n -роз-

рядним вектором вигляду 0000 3 …nn uU = . Після оптимального повороту 
вектор завади буде пnзппп uuuU з21зз ,,, …= . Аналітично таке перетворення 
можна виконати, помноживши первинний сигнал cX  на квадратну ортого-
нальну матрицю  

nnnn

n

A

aaa

aaa
A

…

…

21

11211

= .    (3.78) 

Дійсно, норма вектора зU  при обертанні не змінюється, тому 

з
1

2
зз UuU

n

i
пiп == ∑

=
. 

Звідки 

n
uu i

пi
з

з = . 

Такі матриці виходять з матриць Адамара – квадратних матриць з 

елементами 1±  і ортогональними рядками – шляхом множення їх на 
n

1 . 

Матриці Адамара існують для 2≥n , при чому zn 2=  повинна виконувати-
ся  умова ξ= 2z , де …,3,2,1=ξ . Наприклад, при 4=z  матриці Адамара і 
обертальна мають вигляд 

5,05,05,05,0
5,05,05,05,0
5,05,05,05,0
5,05,05,05,0

;

1111
1111
1111
1111

o

−−
−−

−−
=

−−
−−

−−
= AAA . (3.79) 

Приклад 9. Для оптимального повороту системи координат розмір 
матриці має бути ξ= 4n , …,3,2,1=ξ . Якщо значність первинного сигналу 

ξ≠ 4n , то слід використовувати ортогональні матриці, елементи яких яко-

мога менше відрізнялися б від оптимального значення 
n

1 . 
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Поворот системи координат – є збільшення надлишковості кодо-
вого простору. Завадостійкість коду може зростати при збільшенні його 
значності n  і збільшенні основи m . За обертального перетворення значен-
ня n  і 2

cQ  не змінюються, і збільшення завадостійкості досягається за ра-
хунок підвищення a . Дійсно, помноживши первинний сигнал X  на обер-
тальну матрицю oA , отримаємо закодований сигнал 

nnnnnn xxxXAX …,, 21== , 
де символ  

∑
=

=
n

i
ijini axx

1
. 

Таким чином, новий алфавіт коду na  визначається безліччю значень 
{ }nx  і в загальному випадку ),( nafan = . 

За двійкових символів 1±  значення максnjx  можливо отримати, коли 
символи сигналу X  збігаються або протилежні за знаком до елементів 
стовпців матриці тA , і складає  

nxтj ±=макс . 
При незбігу знаків одного або 1−n  елементів матриці 

n
nxпj

2−
±= . 

Таким чином, символи алфавіту мають значення 

n
n

n
nn

±
−

±±± ;2;;4;2;0 …    (3.80) 

і об’єм алфавіту 1в += nm . 
Коефіцієнт надлишковості за обертального кодування 

)1(log
11

)1(log
2log

1
22

2
н +

−=
+

−=
nn

R n

n

. 

Таким чином, зі збільшенням n  надлишковість обертального коду-
вання зростає. 

Надлишковість повинна вводитися у сигнали раціональним способом 
для боротьби з найбільш імовірними завадами. Тому для каналів з адитив-
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ними флуктуаційними й імпульсними завадами доцільне двоступінчате ко-
дування – шляхом обертального перетворення кодів з надлишковістю. У 
цьому випадку коефіцієнт 

)1(log
1

)1(log

2log
1

н2нн2

2
н

н +
−=

+
−=

nn
m

n
R

n

m

, 

де m  – значність первинного сигналу; нn  – значність коду з надлишковіс-
тю. Очевидно, що для оптимального обертального перетворення необхід-
но, щоб ξ= 4нn , де …,3,2,1=ξ  

Декодування за обертального перетворення. Для формування ви-
хідного сигналу X  прийняте коливання UXZ ⊕=  необхідно піддати до-
датковому обертальному перетворенню шляхом множення Z  на зворотну 
матрицю 1

о
−A . Через ортогональність матриць та їхньої структури 

о
1

о AA =− . Таким чином, послідовність операцій в каналі зв’язку має вигляд 

озоооо
1

озооо AUXAUAXAZAZUXXXAX +→+→→→⊕→→→ − . 
У результаті отримуємо початковий сигнал X  і перетворену ім-

пульсну заваду оззо AUU = . Вектор цієї завади спроектований на всі коор-
динатні осі, тобто завада рівномірно «розтягується» по всьому інтервалу 
сигналу з амплітудою в n  разів меншою, ніж до перетворення. 

Алфавіт сигналів (3.80) визначає раціональні способи модуляції у сис-
темах зв'язку з обертальним перетворенням – АМ з біполярними сигнала-
ми або різні вектори за фазової модуляції. 

Завадостійкість обертального кодування. Імпульсні завади є випад-
ковим процесом з законом розподілу, відмінним від нормального. Труд-
нощі аналізу завадостійкості посилюються тим, що при обертальному пе-
ретворенні спотворення кодових символів за числа помилок 1>r  – події 
завжди залежні і необхідно шукати багатовимірну функцію розподілу не 
гауссівських випадкових функцій. Таке завдання в загальному вигляді не 
вирішується. Відомі наближені аналітичні вирази для оцінки вірності зв'я-
зку за обертального перетворення у разі дії адитивних флуктуаційних й ім-
пульсних завад. 

Усі імпульсні завади можна об'єднати в дві групи: 
– амплітуда і тривалість імпульсів завади постійні або розподілені 

рівномірно (цей випадок відповідає завадам малої потужності); 
– амплітуда і тривалість імпульсів завади розподілені за експоненці-

альним законом yyw α−α= e)(  (цей випадок відповідає на практиці завадам 
великої потужності).  

В обох випадках розподіл числа імпульсів завад зN  підлягає закону 
Пуассона: 
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де зоN  – середнє число імпульсів завад в одиницю часу. 
Аналіз показує, що відмінність імовірнісних характеристик парамет-

рів імпульсної завади чинить незначний вплив на вірність зв'язку. Проте 
завади другого типу все ж таки небезпечніші, й оцінку ймовірності помил-
ки при їх дії можна вважати граничною. 

Для ймовірності спотворення кодових слів з ФМ за одночасної дії 
адитивних флуктуаційних й імпульсних завад для випадку, коли їхня сума 
описується нормальним випадковим процесом, мають такий вигляд. 

1. Прості коди 
nPPРP )1)(1(1 зпкп −−−== Σ ,      (3.81) 

де ΣР  – ймовірність спотворення одиничного символу за одночасної дії 
шумів та імпульсних завад і одних тільки шумів описується 

[ ] [ ])2(1
2
1;)2(1

2
1 2

cз
2
cp hFPhFP n −=−=Σ ,           (3.81а) 

а перевищення сигналу над шумами і над сумою шумів та імпульсних     
завад характеризується. 

2
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2
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2
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=
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=
і

QhQh .          (3.82) 

2. Надлишкові ( mn, )-коди, що виправляють одиночні помилки: 
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kтп РРРk

РРРР
Р ,             (3.82а) 

де значення ΣР  і зР  визначаються формулою (3.81а) відповідно, а пере-
вищення сигналу 
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ν+ν
=
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з
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2
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cp2
з
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k
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3. Обертальне перетворення простого коду: 
nРP )1(10

пк Σ−−= ,     (3.82в) 

де значення ΣР  і 2
cph  визначаються за формулами (3.81а) і (3.82). 

4. Обертальне перетворення ( тn, )-кодів, що виправляють одиничні 
помилки: 

[ ]1
з

0
, )1()1(1 −

ΣΣ −+−−= тт
тп РтРРР ,   (3.82г) 

де ймовірність 
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[ ])2(1
2
1 2

cphFР −=Σ , 

а перевищення сигналу 

т

Q
m
nh

і
2

2
з

2
c2

cp ν
+ν

⋅= . 

Приклад 10. За аналіти-
чними виразами (3.81...3.82г) 
побудувати залежності mnP , , 

пкP  як функції ),( 2 nhf . 
На рис. 3.14 зображені 

криві залежності  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

ν
ν

= 2
з

2
2
cпк ,, inhfP  для різних 

способів кодування. З рисунка 
видно, що імпульсні завади си-
льно знижують вірність зв'язку, 
а обертальне перетворення під-
вищує стійкість сигналів до ім-
пульсних завад. Найбільша за-
вадостійкість забезпечується за 
обертального перетворення для 
кодів з надлишковістю. 
 

 
3.1.8. Порівняння посимвольного приймання кодових слів  

та приймання сигналів у цілому 
 
Приймання сигналів у цілому. Розглянемо детальніше алгоритм 

кодування на прийомі за умови, коли як параметр kη  може безпосередньо 
використовуватися вихідна напруга демодулятора. Як показано в п. 3.1.1, 
коли ця напруга підлягає закону розподілу експоненціального типу, на-
приклад, нормальному, то функції правдоподібності мають вигляд 
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Рисунок 3.14 – Характеристики завадостійкості 
за обертального перетворення сигналів  

для п1 = 8, п2 = 16 
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elog2
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де y  – середнє значення сигналу символу. Опустивши незалежні від номе-
ра позиції кодового слова величини, отримаємо правило розв’язання 

∑∑
==

>
n

k
kkl

n

k
kkr yxyx

1
,

1
, .    (3.83б) 

У приймальному пристрої завжди існує дві вирішальні схеми: ВС1 – 
виносить рішення про приймання конкретного елемента коду (посилки) і 
вирішальна схема ВС2, включена після схеми ВС1 і є власне декодуючим 
пристроєм. Ця схема помножує параметр kη  (або ky ) на значення k -го си-
мволу кодограми і підсумовує добутки за всіма її позиціями. Подібні опера-
ції виконуються для кожного з M  кодових слів, після чого виноситься рі-
шення про реєстрацію тієї з них, для якої обчислена сума є найбільшою.  

Вихідна напруга демодулятора передбачається тут у межах тривало-
сті символу неперервною функцією часу, що приймає будь-які значення в 
діапазоні свого вимірювання. При цьому використовується вся наявна ін-
формація про переданий сигнал, що забезпечує максимальну завадостій-
кість. У літературі подібний спосіб приймання дискретних сигналів дістав 
назву приймання в цілому. Технічне використання цього методу обмежене, 
що пояснюється двома причинами. По-перше, декодуючий пристрій пови-
нен містити в своїй пам'яті mM 2=  кодових слів, тобто об'єм пам'яті і чис-
ло операцій за декодуванням різко зростають з довжиною повідомлення.  

Приклад 11. Якщо швидкість передавання інформації 
3105 −⋅=C  дв. oд/с, швидкість телеграфування 50=B  Бод, довжина кодо-

ваного блока 100=n , то обсяг обчислень у розв’язувальній схемі складе 

321002 102102 ≈⋅=B
C

n  

операцій, що вимагає навіть за низької швидкості величезної швидкодії 
елементів. По-друге, декодуючий пристрій повинен оперувати з аналого-
вими величинами, що ускладнює його схемне розв’язання. 
 Посимвольне приймання сигналів. Складність реалізації прийман-
ня в цілому призвела до того, що в даний час переважного розповсюджен-
ня набув посимвольний метод приймання дискретних сигналів. За цим ме-
тодом на кожній позиції кодового слова формується еталонний символ, 
знак якого відповідає знаку вихідної напруги демодулятора. Потім кодо-
грама, складена з таких еталонних символів, піддається обробленню у де-
кодуючому пристрої з метою виправлення можливих помилок. 
 У літературі зустрічаються різні пояснення відмінності між вказани-
ми методами приймання сигналів. Найбільш поширене трактування, за-
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пропоноване Л.М.Фінком. Згідно з цим трактуванням приймальний при-
стрій у разі приймання сигналів у цілому містить лише одну 
розв’язувальну схему, яка відразу, без проміжних етапів, ототожнює при-
йнятий сигнал з однією із можливих кодограм. При посимвольному при-
йманні приймальний пристрій містить дві розв’язувальні схеми. 
 У зв'язку з цим зупинимося детальніше на кожному методі. При по-
символьному прийманні символи на кожній позиції кодограми можуть ма-
ти два значення: 1±=ky . За відсутності помилок символи kx ,ν  і ky  збіга-
ються, а функція правдоподібності для k -ї позиції кодограми буде 

[ ] 0пр)( qyL kX
=

ν
,                                  (3.83в) 

де 0q  – ймовірність правильного приймання символу ( 00 1 Pq −= ). У разі 
спотворень символи kx ,ν  і ky  мають протилежні знаки, а функція правдо-
подібності 

[ ] 00пом 1)( qpyL kX
−==

ν
,         (3.84) 

де 0p  – ймовірність спотворення символу. Тоді в загальному вигляді мож-
на записати 
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 Після відповідних перетворень з урахуванням формул (3.83в ... 3.85) 
отримаємо оптимальний алгоритм декодування за посимвольного при-
ймання 
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, .     (3.86) 

 Порівняння виразів (3.82б) і (3.86) показує, що оптимальні алгорит-
ми декодування для обох способів приймання зовні повністю збігаються. 
Відмінність між ними полягає лише в характері величини ky . При при-
йманні в цілому ky  – неперервна функція часу і несе інформацію як про 
знак, так і про амплітуду сигналу на виході демодулятора. За символьного 
приймання ky  – дискретна величина, інформація про амплітуду сигналу 
втрачається і використовуються відомості лише про його знак. Звідси ви-
пливає, що посимвольне приймання не оптимальне і поступається за зава-
достійкістю приймання в цілому. 
 Таким чином, приймальний пристрій дискретних сигналів у будь-
якому випадку містить дві розв’язувальні схеми: РС1 визначає значення 
символу на кожній позиції кодового слова, а РС2 ототожнює прийнятий 
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сигнал з однією із можливих кодових конструкцій. Вся відмінність при-
ймання в цілому від посимвольного приймання полягає в точності роботи 
схеми РС1. У першому випадку значення сигналу визначається з нескін-
ченно високою точністю, в другому – з точністю тільки до знаку.  
 Оптимальний алгоритм декодування за посимвольного приймання 
(3.86) можливо подати в іншому вигляді. Дійсно, якщо при передаванні 
кодограми νX  не відбулося спотворень, то сума 

∑
=

=
n

k
kkr nyx

1
, ,     (3.87) 

якщо ж спотворилося yd ,ν  символів, то 

y

n

k
kkr dnyx ,

1
, 2 ν

=

−=∑ ,     (3.88) 

де yd ,ν  – відстань між кодограмами νX  і Y . Підставивши суму (3.88) в 
(3.86), отримаємо відоме правило ототожнення прийнятої кодограми з най-
ближчою до неї за Хеммінгом: 

ylyr dd ,, < .      (3.89) 
 Це правило досить просто реалізується в декодуючих пристроях, що 
діють за принципом виправлення помилок, що і зумовило переважне роз-
повсюдження методу посимвольного приймання. 
 

3.1.9. Питання та задачі для самоперевірки  
 

1. Для табл. 3.1 визначте елементність бінарного коду ( m ), знаючи 
значення r . 

2. Для табл. 3.1 порівняйте потужність простору бінарних сигналь-
них конструкцій з потужностями просторів з 33,1=ρ  і 2=ρ . 

3. Для табл. 3.1 визначте надлишковість q -ічного коду (число забо-
ронених кодових слів на одне дозволене кодове слово). 

4. Визначте за яких значень ρ  по відношенню до q  надлишковість 
q -ічного коду 1>M . 

5. Яка виправляюча можливість коду 40В20Q1 при 20,2,5 ==ρ= lq ? 
6. Доведіть, що підмножина 4,0H  множини F  четвіркових (0; 1; 2; 3) 

дворозрядних слів забезпечує виправлення одиничних помилок. 
7. Для множини F  трійкового (0; 1; 2) дворозрядного числа визначте 

відстань в метриці Мінковського. 
8. Наведіть доведення для аналітичних виразів для ймовірності      

помилкового приймання кодового слова коректуючого коду з відстанню 
Md  (метрика Мінковського) для коду 28В21Т (аналітичні вирази 3.18а, 

3.18б). 
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9. Джерело інформації з алфавітом з 32 символів підключене до лінії 
зв'язку через накопичувальний пристрій, що містить 1000 двійкових      
елементів пам'яті. Продуктивність джерела дорівнює 10 симв/с. Скільки 
часу необхідно для заповнення накопичувача інформацією? 

10. Вартість двійкової комірки накопичувального пристрою складає 
1s . Як зміниться вартість накопичувача, що містить 1000 комірок, якщо   
застосувати 16-позиційні елементи вартістю 2s  за штуку? 

11. Чому інформативність системи зв'язку підвищується зі збільшен-
ням алфавіту каналу? 

12. Користуючись формулою (3.37), визначте коефіцієнт M , розши-
рення смуги для 641 =m ; 322 =m . 

13. Множина сигналів  
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утворена за допомогою ортогональних функцій, що відрізняються за фазою  
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де 0;,,2,1 >= rmk …  – ціле число. Будь-який сигнал jU c  можна предста-

вити вектором ( nUU cc1 ,,… ) з цілочисельними компонентами mU k ≤≤ c0 . 
Доведіть, що за рівноймовірних сигналів 
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14. Визначте в умовах задачі 13 величину omv  за значень 2=m  і 
4=m . 

15. Визначте в умовах завдання 13 величину 0v  за двійкових антипо-
дальних сигналів. Порівняйте відповідь з результатом завдання 14. 

16. Використовуючи співвідношення 
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доведіть, що  
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17. Назвіть коди, які використовують в каналах зв'язку з групуванням 
помилок. Побудуйте код Файра, що виправляє пакети помилок завдовжки 

5пн =l  і виявляє пакети помилок завдовжки 2пo =l . Для яких інших поми-
лок цей код зберігає свою ефективність?  

18. Порівняйте вірність зв'язку за використання коду Хеммінга в    
режимі одноразового і триразового передавання з мажоритарним оброб-
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ленням прийнятих сигналів, якщо ймовірність спотворення символу 
2

0 10−=ρ . 

19. Закодуйте число 95 згортковим ( 4
3 )-кодом за довжиною пород-

жуючої послідовності 16=n . Синтезуйте схему кодуючого пристрою. 
20. Як впливають статистичні властивості потоку помилок на ефек-

тивність коду. Назвіть основні проблеми побудови адаптивних систем  
зв'язку. 

21. Поясніть принцип кодування сигналів методом обертального    
перетворення. Назвіть області застосування цього способу кодування. 

22. Поясніть принцип кореляційного трактування завадостійких     
кодів. Побудуйте код з параметрами 4=k , 3≤r , 4=s . 

23. Використовуючи кореляційний метод, визначте, які помилки     
виправляють і виявляють циклічний код, заданий породжуючим поліно-
мом 101111)( =xg  при елементності 31=n . 

24. Використовуючи кореляційний метод, побудуйте код для переда-
вання 16 повідомлень, який виправляє пакети помилок завдовжки 2пп =l . 

25. Дайте характеристику коду Баркера. Закодуйте числа 15 і 31     
кодом Баркера. Складіть схеми кодоперетворювачів. 



 327 

Глава 3.2. Ефективність таймерних сигнальних конструкцій  
при роботі в реальних каналах зв’язку 

 
3.2.1. Принцип формування таймерних сигнальних конструкцій 

 
У першій і другій частинах підручника розглядались системи коду-

вання, в яких інформаційний параметр елементарних сигналів (складових 
кодових слів) на інтервалах, визначених ефективною смугою каналу    
(найквістових інтервалах – 0t ), залишався незмінним, а змінювався лише в 
моменти кратні значенню 0t . 

У зв’язку з цим граничне значення пропускної здатності двійкового 
каналу не перевищує значення 12log2 ==C . 

Як показано в главі 1 частини 3 для отримання пропускної здатності 
1>C  використовуються канали з алфавітом (числом розпізнавальних зна-

чень інформаційного параметра) на виході каналу 2>a . 
Збільшення значення пропускної здатності ( )C  проходить на інтер-

валах значень a , на яких приріст a2log  більше втрат за рахунок збільшен-
ня ймовірності помилки. Слід зазначити, що такий метод формування сиг-
нальних конструкцій властивий поелементному кодуванню-декодуванню. 

Результатом такого методу є визначеність енергетичної відстані між 
КС цілим числом відмінних за інформаційним параметром посилок.       
Наприклад, для простого двійкового коду існує відмінність мінімум в од-
ному елементі на найквістовому інтервалі 0t . Для коду з парним числом 
одиниць відмінність у двох елементах. Таку аналогію можна знайти і для 
систем з алфавітом 2>a .  

У цій главі розглядаються сигнальні конструкції, в яких кодова від-
стань визначається не цілим числом найквістових елементів. Назвемо такі 
сигнальні конструкції таймерними. 

На відміну від розрядно-цифрового способу кодування, коли інфор-
мація про передаваний розряд визначається видом сигналу на одиничному 
(найквістовому) інтервалі, в таймерних сигнальних конструкціях (ТСК) 
інформацію закладено у тривалостях декількох окремих часових відрізків 
сигналу cτ на інтервалі конструкції cT  і їхньому взаємному положенні. З 
метою зменшення міжсимвольних спотворень тривалість відрізків не мен-
ше найквістового інтервалу ∆+= ktt 0c  ( )Ik ...,,1,0∈ . Часовий відрізок ∆  

показує частину одиничного елемента 
s
tt 0

0 =∆>  і визначається завадами 

у каналі та припустимою ймовірністю помилкового приймання сигнальної 
конструкції ( )5...4,2∈s .  
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Із вищесказаного можна зробити висновок, що таймерні сигнали яв-
ляють собою розрядно-цифрові коди, в яких дозволені для передавання си-
гнальні конструкції мають підряд передаваних не менше s  одиниць ( ∆ ) 
або нулів. 

Оцінимо ефективність використання таймерних сигнальних конс-
трукцій при передаванні двійковим симетричним каналом. 

На рис. 3.15 наведено декілька реалізацій таймерних сигнальних 
конструкцій. 

Для такого способу формування сигнальних конструкцій число ртΝ  

на інтервалі 0c mtT =  при 
S
1

=∆  дорівнює 

( ) )(c1рт isCN i
sims +∆≥τ= −− , …;2;1=i   (3.90) 

При використанні конструкцій з різним числом ЗММ (і) 

∑
=

−−=
m

i

i
simsCN

1
)1(рт .            (3.91) 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 3.15 – Реалізація ТСК 
 
 
Приклад 1. Розрахувати кількість реалізацій на інтервалі 

12,11,10,9,8,7,6,5,4,3∈m  при значеннях числа інформаційних мо-

ментів модуляції 5;4;3;2=i  та різних значень ( )10...20 ∈=∆ s
s
t .  

Розрахунки проводяться згідно з формулою 3.90 для різних значень 
параметрів ism ;; . Результати розрахунку наведені в табл. 3.4. 
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∆= st0

∆  
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∆== 255 0c tT
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∆= st0

0 
 
 
0 
 
 
0 
 
 
0 
 
 
0 
 
 
0 

0 
 
 
0 
 
 
0 
 
 
0 
 
 
0 
 
 
0 



 329 

Таблиця 3.4 – Число реалізацій ТСК при зміні i  та c∆  
і = 1 

s  
m 4 5 6 7 8 9 10 

2 7 9 11 13 15 17 19 
3 10 13 16 19 22 25 28 
4 13 17 21 25 29 33 37 
5 16 21 26 31 36 41 46 
6 19 25 31 37 43 49 55 
7 22 29 36 43 50 57 64 
8 25 33 41 49 57 65 73 
9 28 37 46 55 64 73 82 

10 31 41 51 61 71 81 91 
11 34 45 56 67 78 89 100 
12 37 49 61 73 85 97 109 

 
 
і = 2 

s  
m 4 5 6 7 8 9 10 

2 15 28 45 66 91 120 153 
3 28 55 91 136 190 253 325 
4 45 91 153 231 325 435 561 
5 66 136 231 351 496 666 861 
6 91 190 325 496 703 946 1225 
7 120 253 435 666 946 1275 1653 
8 153 325 561 861 1225 1653 2145 
9 190 406 703 1081 1540 2080 2701 

10 231 496 861 1326 1891 2556 3321 
11 276 595 1035 1596 2278 3081 4005 
12 325 703 1225 1891 2701 3655 4753 

 
і = 3 

s 
m 4 5 6 7 8 9 10 

2 10 35 84 165 286 455 680 
3 20 84 220 455 816 1330 2024 
4 35 165 455 969 1771 2925 4495 
5 56 286 816 1771 3276 5456 8436 
6 84 455 1330 2925 5456 9139 14190 
7 120 680 2024 4495 8436 14190 22100 
8 165 969 2925 6545 12341 20825 32509 
9 220 1330 4060 9139 17296 29260 45760 

10 286 1771 5456 12341 23426 39711 62196 
11 364 2300 7140 16215 30856 52394 82160 
12 455 2925 9139 20825 39711 67525 105995 
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і = 4 
s 

m 4 5 6 7 8 9 10 
2 1 15 70 210 495 1001 1820 
3 1 35 210 715 1820 3876 7315 
4 1 70 495 1820 4845 10626 20475 
5 1 126 1001 3876 10626 23751 46376 
6 1 210 1820 7315 20475 46376 91390 
7 1 330 3060 12650 35960 82251 163185 
8 1 495 4845 20475 58905 135751 270725 
9 1 715 7315 31465 91390 211876 424270 

10 1 1001 10626 46376 135751 316251 635376 
11 1 1365 14950 66045 194580 455126 916895 
12 1 1820 20475 91390 270725 635376 1282975 

і = 5 
s 

m 4 5 6 7 8 9 10 
2 0 1 21 126 462 1287 3003 
3 0 1 56 462 2002 6188 15504 
4 0 1 126 1287 6188 20349 53130 
5 0 1 252 3003 15504 53130 142506 
6 0 1 462 6188 33649 118755 324632 
7 0 1 792 11628 65780 237336 658008 
8 0 1 1287 20349 118755 435897 1221759 
9 0 1 2002 33649 201376 749398 2118760 

10 0 1 3003 53130 324632 1221759 3478761 
11 0 1 4368 80730 501942 1906884 5461512 
12 0 1 6188 118755 749398 2869685 8259888 

і = 6 
s 

m 4 5 6 7 8 9 10 
2 0 0 1 28 210 924 3003 
3 0 0 1 84 924 5005 18564 
4 0 0 1 210 3003 18564 74613 
5 0 0 1 462 8008 54264 230230 
6 0 0 1 924 18564 134596 593775 
7 0 0 1 1716 38760 296010 1344904 
8 0 0 1 3003 74613 593775 2760681 
9 0 0 1 5005 134596 1107568 5245786 

10 0 0 1 8008 230230 1947792 9366819 
11 0 0 1 12376 376740 3262623 15890700 
12 0 0 1 18564 593775 5245786 25827165 

 
Аналіз таблиці показує, що: 
1) при 4≥m  і 2≥i  за всіх значень 4≥s  число реалізацій більше 
mN 2p > ; 

2) для 41 =m  і 52 =m  для 3≥s  число реалізацій для 5=m , )5(рN  
майже вдвічі більше від )4(рN ; 
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3) для 5≥m  відношення числа реалізації при збільшенні інтервалу 
сигнальної конструкції з 0c mtT =  до 0c )1( tmT +=  відповідає нерівностям:  

( )[ ]
( ) 2

1

0p

0p <
+

mtN
tmN

 при 3<i ; 

( )[ ]
( ) 2

1

0p

0p >
+

mtN
tmN

 при 3≥i ;     (3.92) 

4) побудувавши залежності числа реалізацій від збільшення однієї зі 
змінних за сталих значень інших можна констатувати їх нелінійність. 

5) для всіх значень 4>m  при 4>s  
mN 2p >> . 

Апроксимуючі рівняння мають вигляд: 
для ( )SfN =p  

2=i     ( ) ;045,1416,1,,2 p += SSmiN  

( ) ( )2
p 045,1416,1,, += SSmiN ;   (3.92) 

 
3=i     ( ) ;053,1554,0,,3

p += SSmiN  

( ) ( )3
p 053,1554,0,, += SSmiN ;  (3.93) 

 
для ( )mfN =p . 

2=i     ( ) ;02,6536,3,,2 p −= mSmiN  

( ) ( )2
p 02,6536,3,, −= mSmiN ;   (3.94) 

 
3=i     ( ) ;23,7759,2,,3

p −= mSmiN  

( ) ( )3
p 23,7759,2,, −= mSmiN .   (3.95) 

З метою оцінки ефективності таймерного кодування порівняємо ре-
зультати передавання інформації для двох методів кодування:  

а) розрядно-цифровий з реєстрацією в середині посилки (РЦК); 
б) використання таймерних сигналів (ТСК). 
Приклад 2. В табл. 3.5 наведені число змін ( )γ  сигналу на виході 

двійкового каналу міської комутованої мережі при постійному передаванні 
однієї двійкової цифри та ймовірнісні характеристики «поганого» стану: 
середня довжина завади (пропадання сигналу) l , середньо-квадратичне 
значення завади 0σ  та дисперсія 0D , а в табл. 3.5,а результат передавання 
кодових слів у режимі ТСК і РЦК при смузі Гц700=∆F  та швидкості 

Бод600=В . 
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Таблиця 3.5 – Статистичні параметри завад в каналі МТМ 
 

Гц,F∆  год/1,γ мс,0L l  ( )2
0 мс,D мс,0σ  

80 143 25000 14,67 56,18 7,43 
140 160 22727 8,41 6,15 2,48 
320 212 17020 4,1 2,01 1,42 
700 795 4100 1,775 1,562 1,235 
1700 1224 2527 0,676 0,12 0,346 

 
Таблиця 3.5,а – Вплив довжини конструкції на якість передавання 
 

 РЦК            ТСК           7=s            3=i
n  перN  помN пР  n  перN  помN  пР  
20 100000 700 7·10-3 17 100000 11,50 11,5·10-3 
40 100000 1500 15·10-3 n=33 100000 1620 16,2·10-3 
10 100000 720 7,2·10-3 n=9 100000 104 7,1·10-4 

 

Порівняння результатів передавання сигнальних конструкцій при 
ТСК і РЦК з урахуванням їх довжин показують, що, незважаючи на те, що 
енергетична відстань при ТСК визначається зоною в сім разів меншою від-

носно РЦК ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ =∆ 7

0t , імовірності помилкового приймання КС різняться 

не суттєво, а в тих випадках, коли Тс(ТСК) < Тс(РЦК), імовірність помил-
кового приймання при ТСК може бути меншою порівняно з РЦК. 

Аналіз причин спотворення сигнальних конструкцій при ТСК буде 
проведено далі. Відносно даних табл. 3.5,а звернемо увагу тільки на те що, 
практично, за рівних імовірностей приймання РЦК і ТСК число реалізацій 
на ТСК на заданому інтервалі n  в десятки разів більше, ніж при РЦК. На-
приклад, при 3,3 == is  на інтервалі 0c 10tT =  можлива реалізація 

КС22100p =N  (див. табл. 3.4), а при РЦК – ( )102421024 10
p ==N .   

Коефіцієнт збільшення дорівнює 21,58 (22100:1024). 
Якщо ж формувати конструкції з п’яти інформаційними ЗММ ( )5=i , 

то на інтервалі 0c 10 tT =  можлива реалізація 658008 КС (табл. 3.5), тобто 
коефіцієнт збільшення відносно РЦК буде дорівнювати 642, 585. 

Таке збільшення числа реалізацій суттєво збільшує пропускну здат-
ність каналу (навіть при алфавіті каналу, який дорівнює 2=a ). 

При чому граничне значення пропускної здатності буде визначатися 
виразом 

cк

p2
макс

log
T

N
C Σ= ,     (3.96) 

де скТ  − часовий інтервал сигнальної конструкції в числі найквістових 
елементів; ΣpN  − загальна кількість реалізацій, які використовуються з 
урахуванням кількості ЗММ – і. 
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Зважаючи на те, що ймовірності помилкового приймання КС при 
РЦК і ЗМВ при ТСК майже рівні (при роботі в реальних каналах), а серед-
нє число ЗМВ та довжина кодової конструкції менше – слід очікувати зме-
ншення ймовірності помилкового приймання кодового слова. Оскільки 
Nрт > 2m, то пропускна здатність каналу при таймерних сигналах більша 
ніж при РЦК навіть для гауссівського каналу.  

Розглянемо дроблення сигналу за рахунок впливу шуму в каналі. 
Відомо, що функція кореляції для вузькосмугового процесу симет-

ричного відносно середньої частоти 0f  має вигляд  
tftrtR 02cos)()( π= .    (3.97) 

Для такого процесу середнє число сплесків шуму відносно рівня С 
визначається виразом  

( ) ,
2

1exp
2 20

22
2

2/1
0

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

σ
×⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +

σ
−

σ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
π

ρ
=

α

m

m

m

CAICACN  

де )(0 αI  − функція Бесселя нульового порядку. 
Для аналізу зручніше припустити, що амплітуда сигналу Аm = 1. Тоді 

середнє число сплесків такого квазігармонічного процесу (шуму) складе 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

σ
−

σ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
π
′′

=
22/1

0
1 2

1exp
2

CCPN , 

де 2

2

0 )(
)(

dt
tdP ρ

=′′ . 

Можна показати, що число сплесків (викидів) за одиницю часу ви-
значається  

( )[ ]2
1 /21exp σ−∆= ρ CpFKN , 

де ∆F − смуга каналу; ρK  − коефіцієнт, що визначається функцією кореля-
ції R(t) і задовольняючий умові 1<K .  

Зокрема, при  

( )

( ) ( )

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

=
ω∆

ω∆
=

==

=α+=

ρ

ρ
α

ρ
α

288,0;

2
1

21sin

388,0;e)(

136,0;e1)(

3

t-
2

)(-
1

2

K
t

ttR

KtR

KttR t

.       (3.97а) 

Приклад 3. Вважаючи, що hC =σ , можна показати, що число спле-
сків на смугу 1 Гц при h ≥ 3 становить 
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ρ⋅≤ KN 001,00 . 
Середня тривалість дії всплеску шуму над рівнем h визначається  

( )
),(1)(

,2exp)(12 2

hhV

hhV
F

Φ−=
∆

π=τ
 

де )(hΦ  − інтеграл імовірностей. 
Із останнього виразу випливає, що середня тривалість дії набагато 

менша тривалості одиничного елемента кодового слова Ft ∆≥ 10 . 
Розподіл ймовірностей нормованої тривалості дроблень визначається 

аналітичними виразами : 

( )( ) ( )

пв0

8,0

3
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дд1
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6,11)(
2
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l
n
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де пвT  − відносна тривалість плоскої вершини; Ftn ∆= 0 ; )1(δ  − функція 
Дірака.  

Приклад 4. Визначити ймовірності появи дроблень відповідної дов-
жини при 3−h . 

У табл. 3.6 подані ймовірності появи дроблень заданої тривалості 
)( 0tl для 1=n  і 2=n  при 3=h , розраховані за виразами (3.97б). 

 
Таблиця 3.6 – Ймовірність появи дроблень 
 

     l/t0 
n 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 h 

1 2⋅10-2 10-2 2⋅10-3 6⋅10-5 10-7 
2 7⋅10-1 2⋅10-1 8⋅10-3 8⋅10-4 2⋅10-5 

3 

1 9⋅10-4 2⋅10-4 9⋅10-6 10-7 10-9 
2 2⋅10-1 5⋅10-3 10-4 10-6 10-7 4 

 
З наведеного аналізу отримуємо: 

1. Оскільки ймовірність зсуву ЗМВ на величину 2
0t≥Θ  на декілька 

порядків менше за ймовірність помилкового приймання елементу кодового 
слова, яка визначається сплеском шуму, то доцільно використати сигналь-
ні конструкції, в яких запас надійності (ймовірності помилки) обмінюється 
на швидкість передавання інформації. 
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2. Оскільки ймовірність помилкового приймання елементу визнача-
ється, в основному, дробленнями сигналу, а ймовірність появи дроблень 

тривалістю 2
0ll ≥  часто набагато менше заданої ймовірності невиявленої 

помилки в сигнальній конструкції, то є доцільним будувати такі сигнальні 
конструкції, в яких є параметрична можливість вилучити дроблення три-
валістю 05,0 tl ≤ .  

Закон зміщення ЗМВ залежить від виду обвідної сигналу, яка часті-
ше описується узагальненим законом − m-розподілом: 

( )
( )( ) ( )2

cc

-

2
c

12
c

c ,,e
Г

2
2

UUmf
Um

UmUm
cmU

m

mm

==
−

,        (3.98) 

де 2
cU  − середній квадрат обвідної сигналу; 

( )
( )

( )
( ) 5,022

c
4
c

22
c

22
c

2
c

22
c ≥

−
=

−
=

UU

U

UU

Um  

− параметр розподілу; Г(m) − гама-функція, яка пов’язана з m і 2
cU  співвід-

ношенням 
v

v

m
U

m
vmU ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛+
=

2
c

c
)Г(

)5,0Г( . 

Узагальнений закон m-розподілу використовується для будь-яких 
каналів. Так, при m = 1 обвідна сигналу cU  підпорядковується простому 
закону Релея 

( ) 2
c

2
c

e2
2
c

c
c

U

U

U

UU =ω . 

При завмираннях за законом Релея густина ймовірності )( 2hω має 
вигляд 

( ) 2
0

2
c-

2
c0

2
c2

c e
2

ch
h

h
h

h =ω , 

де 2
0ch  − середнє значення 2

ch . У цьому випадку за некогерентного при-
ймання ортогональних сигналів імовірності  

2
0c

02
2

-
01 2

1;e
2
1

2
c

h
pp

h

+
== . 

Тоді, при 99,00 =α  дістанемо 
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2
0c

9

1
2
cп

9e1;3
2
0c

h
h h ≈−=ϕ≈ . 

При 1002
0c ≥h , що часто виконується на практиці, ймовірності 

2
0c0020

2
01 11,0;10 hpppp ≈≈ − . 

Для таких умов імовірності появи пакета визначаються  

( ) ( ) ( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −π
−−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −π
−= 2
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2
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2
п0

2
п

п 4
5,0exp

4
5,0exp

l
l

l
llp ,  (3.99) 

де середня довжина пакета помилок у символах 

2
6,10

0c

з0
п0п0 h

vTvtl T
T ≈= ; 

Тз0 − середній період завмирань, а ймовірність  

п0
2
0cп002

0
п

999,0
lhlр

рp == . 

Для кабельних каналів можна прийняти 4,0...3,002 ≈р  і 
65

п 103...103 −− ⋅⋅≈р . 
 

3.2.2. Параметри зміщень нуль-переходів на виході бінарного каналу 
 

Координатні функції подання сигналів (див. частину 1) ( )
z

zzk
sin

=ϕ  

не є найкращими. Достоїнство їх полягає у простоті визначення вагових 
коефіцієнтів kA . Проте їхній спектр недостатньо швидко спадає зі зрос-

танням z . Функція 
z
z

sh
sin  має більшу швидкість спадання спектра, що може 

забезпечити менші перехідні завади у багатоканальних системах.  
При розкладанні сигналів координатними функціями можливо також 

користуватися експонентами: 

( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∆
π

∆−ψ=ϕ
etitltt kke

2exp , 

рознесеними у часі та частоті. 
Вказане розкладання пов’язане з так званими  цілими  функціями 

(ЦФ), які є деяким узагальненням визначення полінома нескінченного по-
рядку. 

Із сучасної літератури відомо, що цілими функціями описуються си-
гнали з обмеженою смугою, імпульсні характеристики каналів, спектраль-
ні характеристики сигналів з обмеженою тривалістю у часі. Цілі функції 
можна подавати через нульові перетини осі часу. 
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Методом такого типу подання сигналів є спектральний аналіз за пе-
ретинами нульового рівня, або, точніше, за простими (некратними) дійс-
ними нулями досліджуваного сигналу. 

Дійсними нулями сигналу ( )ts , τ<< t0  називають точки mttt ...,,, 21  
часового інтервалу ( )τ,0 , в яких виконується співвідношення: 

( ) 0=kts , mk ,...,2,1= 8. 
Помноження сигналу ( )ts  на обмежену функцію ( )tµ  ( )( )∞<µ< t0 , 

що не перетворюється на нуль, не призводить до зміни його нулів, тобто 
нулі сигналів ( )tµ ( )ts  і ( )ts  збігаються. Отже, якби існував спосіб віднов-
лення сигналу ( )ts  за його дійсними нулями, то і спектр цього сигналу, що 
однозначно визначається перетворенням Фур’є 

( ) ( )∫
τ

ω−=ω
0

e dttsS ti ,      (3.100) 

допускав би відновлення за виміряними положеннями нулів mttt ...,,, 21 .  
Способам відновлення сигналів широкого класу за їхніми нулями 

присвячено багато літератури. Надалі будуть розглядатися лише реальні 
сигнали спеціального вигляду 

( ) ∑
−=

Ω=
n

nk

tik
kctS e

2
1 , τ<< t0 , 

τ
π

=Ω
2 ,     (3.100а) 

де tikΩe  – так звані тригонометричні багаточлени, що мають безпосереднє 
відношення до багатоканальних УПС.  

Незважаючи на те, що вираз (3.100а) є експоненціальним багаточле-
ном, в якому фігурують степені експоненти, сигнал ( )ts  можна представи-
ти через формулу Ейлера  

tkitktik Ω+Ω=Ω sincose . 
Задля обґрунтування цього факту нагадаємо, що спектр реального 

сигналу володіє наступною властивістю: його дійсна частина парна, а уяв-
на – непарна. Стосовно коефіцієнтів Фур’є це означає, що k -й коефіцієнт 
Фур’є  

kkk ibac −= , 
де kk ca Re= , kk cb −− −= Im  і коефіцієнт Фур’є з індексом – kkk ibac −−− −= , 
де kk ca −− = Re , kk cb −− −= Im , пов’язані співвідношенням kk cc −= , 

nk ...,,2,1= , або, що те ж саме kk aa −= , kk bb −= , nk ...,,2,1= . 
Коефіцієнт 0c  є дійсним числом, тобто 000 ibac −= , 00 =b . 

                                                 
8 Сигнал може в загальному випадку володіти також і комплексними нулями вигляду. 
Проте комплексні нулі не зручні для спостереження, тому що вони не можуть бути ви-
значені як моменти перетинів сигналом деякого фіксованого рівня. У зв'язку з цим час-
тіше увага приділяється дійсним нулям. 
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Підставивши наведені значення kc можна показати, що  

( ) ( )∑
=

Ω+Ω+=
n

k
kk tkbtkaatS

1

0 sincos
2

. 

Останній вираз можна розглядати як сигнал багатоканального УПС 
за Ω=ω0 , 0=k  і 1+= nN . 

Хоча представлення сигналу ( )ts  дійсно є тригонометричним, для 
подальшого особливий інтерес становить початкова формула (3.100а), бо 
від неї легко перекинути міст до алгебраїчних багаточленів. Дійсно, ввів-
ши позначення 

tiz Ω= e , 
можна записати:  

( ) ( ) ∑∑
−=

+−

−=

Ω+Ω− ==
n

nk

nk
k

n
n

nk

tnki
k

tin zczcts ee . 

Позначивши по-новому коефіцієнти багаточлена nkk c +=α , отримає-
мо остаточно 

( ) ∑
=

− α=
n

k

k
k

n zzts
2

0
. 

Вираз ∑
=

α
n

k

k
k z

2

0
 є алгебраїчним багаточленом порядку n2  і має згідно 

з відомою теоремою алгебри в точності n2  коренів (нулів) 
nzzz 221 ...,,, . 

За допомогою рівності для z  періодичну функцію tiΩe  (інтервал її пері-

одичності дорівнює τ=
Ω
π2  ) можливо поставити у відповідність числам 

(кореням) n2  нулів багаточлена (3.100а) 
nttt 221 ...,,, .          (3.100б) 

Причому 
( ) kk zit ln1 Ω= . 

Особливий інтерес для практики становлять дійсні нулі багаточлена 
( )ts . Такі нулі можуть бути дуже просто знайдені експериментально шля-
хом фіксації моментів часу, коли сигнал перетинає нульовий рівень (зна-
ходження комплексних нулів здійснити складніше).  

Може здатися, що сигнали з дійсними нулями утворюють лише над-
то вузький клас, який не має всіх ситуацій, що зустрічаються на практиці, і 
тому має обмежене значення. Проте це не так. Доведено, що існує дуже 
просте і витончене перетворення будь-якого багаточлена в багаточлен з 
дійсними нулями, аналіз якого дозволяє отримати всі необхідні відомості 
про початковий багаточлен, у тому числі відтворити його форму. 

Важливим питанням для практики є таке: чи можна за дійсними ну-
лями (2.100б) відновити безпосередньо багаточлен ( )ts ? 
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Позитивна відповідь на це питання надається за допомогою дуже 
простої формули: 

( ) ( )∏
=

−
Ω

=
n

k
k

n ttts
2

1

2

2
sin2 , 

де kt , nk 2...,,2,1=  – нулі, що зустрічалися раніше. Тобто відновити ба-
гаточлен за його нулями (в окремому випадку дійсними) можливо лише з 
точністю до постійного множника. Остання формула гарантує точне відно-
влення багаточлена (3.100а) за умови, що 1==− nn cc . 

Для оцінки впливу похибок визначення нулів тригонометричного ба-
гаточлена на точність його спектрального аналізу необхідно мати вирази, 
що пов’язують коефіцієнти багаточлена (3.100а) з його дійсними кореня-
ми. Незважаючи на те, що отримувачу інформації мають бути направлені 
коефіцієнти ka  і kb , nk ...,,2,1,0=  наступні міркування будуть проведені 
для коефіцієнтів kc , nk ...,,2,1,0= . Це допустимо через функціональний 
зв’язок між коефіцієнтами ka  і kb , nk ...,,2,1,0= , з одного боку, і коефіці-
єнтами kc , nk ±±±= ...,,2,1,0  – з іншого. Нагадаємо, що kk ca Re= , 

kk cb Im−= , nk ±±= ...,,1,0 . При цьому 222
kkk bac +=  і, аналогічним чи-

ном, квадрат модуля приросту коефіцієнта kc  дорівнює сумі квадратів 
приростів параметрів ka  і kb . Тому оцінка коефіцієнтів { } 1

1
−

+−=
n

nkkc , що наво-
диться далі, енергетично еквівалентна оцінці «спільного» відхилення від-
повідних дійсних і уявних частин.  

При виконанні умови 1== −nn cc  багаточлен (3.100а) можна предста-
вити у вигляді  

( ) ( )( ) ( )ti
n

tititints ΩΩΩΩ− α−α−α−= e1...e1e1e
2
1

221 ,   (3.101) 

де 
kti

k
Ω−=α e , nk 2...,,2,1,0= . 

Справедливість формули (3.101) випливає з того факту, що числа 
nttt 221 ...,,, , які є коренями багаточлена, перетворюють в нуль і праву час-

тину рівності (3.101). Крім того, перемножуючи одночлени виду 
( )tiΩα− e1 1 , nk 2...,,2,1,0= , неважко переконатися, що добуток одиниць, 
які беруть участь у цих одночленах як перший доданок, породжує коефіці-
єнт nc− , який відповідно до цього припущення, буде дорівнювати одиниці. 
Далі, після розкриття дужок найменший і найбільший показники експо-
нент в отриманому багаточлені будуть, як і в (3.100а), дорівнювати відпо-
відно tnΩ−  і tnΩ . Отже, праві частини у (3.100а) і (3.101), будучи мно-
гочленами однакового степеня зі збіжними коренями і рівними коефіцієн-
тами  при tinΩ−e , збігаються. 
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Для конкретних розрахунків необхідно знати дисперсію відхилень 
нулів 2σ . Знайдемо вираз для такої дисперсії за умови, що має місце кван-
тування за відомих положень нулів в інтервалі ( )τ,0  у цифровій формі. Ми 
вже говорили про те, що кожен із нулів сигналу ( )ts  знаходиться в «своє-

му» інтервалі завдовжки 
n2
τ . Пригадавши, що найвища частота в сигналі 

( )ts  є Ωn , причому 
τ
π

=Ω
2 , виявляємо, що довжина інтервалу Котельни-

кова збігається з довжиною згаданого вище «власного» інтервалу кожного 
з нулів: 

( ) ( ) ( ) nnn 22//22
1

2/2
1~ τ

=
πτπ

=
πΩ

=τ . 

Для приблизного положення нуля kt  слід вказати інтервал Котельни-
кова, в якому знаходиться цей нуль, для точнішого – відповідний підінтер-
вал довжиною ∆ -квант (рис. 3.16). Маючи на увазі двійкове кодування в 
цифровому процесорі УПС номера цього короткого підінтервалу комбіна-
ціями R -значного коду, вважатимемо, що в інтервалі Котельникова міс-
титься R2  підінтервалів довжиною ∆ . Як відомо, за рівномірного закону 
розподілу ймовірностей для розподілу точки kt  усередині підінтервалу до-
вжиною ∆  дисперсія шуму квантування визначається рівністю 

12

2
2 ∆

=σ , 

де, як було сказано  
R2/~τ=∆ . 

 
 
 
 
 
 

Рисунок 3.16  – Положення нуля kt  на інтервалі Котельникова 
 
Підставивши значення ∆  і τ~  для 2σ отримаємо 

Rn 222

2
2

212 Ω
π

=σ . 

Передбачимо тепер, що до інформаційного сигналу ( )tx  додається 
завада ( )tξ , так що суміш, яка подається на обмежувач, має вигляд  

( ) ( )∑
−

+−=

Ω Ω+ξ+=
1

1
1 cose

2
1 n

nk

tik
k tntctS . 

0               τ               τ2             τk          τ+ )1(k                           τ=τ n2         
t   

τ  - інтервал Котельникова 

∆  - квант 

kt  - k -й нуль 
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Питання, яке нас цікавить, формулюється так: яка чутливість нового 
методу спектрального аналізу до дії адитивної завади?  

Покажемо, що відхилення результатів спектрального аналізу, які ви-
кликаються шумом ( )tξ , «за нулями» практично збігаються з аналогічними 
похибками при традиційному методі визначення коефіцієнтів { } 1

1
−

+−=
n

nkkc . 
Для вирішення сформульованого питання передбачимо, що завада 

( )tξ  володіє рівномірним спектром і тому може бути подана у вигляді 

( ) ∑
−=

Ωξ=ξ
n

nk

kti
kt e

2
1 , kk ξ=ξ , nk ...,,2,1,0= , (3.101а) 

де { }n
kk 0=ξ  – випадкові комплексні взаємно незалежні величини, що воло-

діють нульовими середніми значеннями й однаковими дисперсіями 2
зσ . 

Можна показати, що в смуго-обмеженому каналі з верхньою часто-
тою смуги пропускання Ωn  для опису реалізацій білого гауссівського шу-
му на кінцевому інтервалі ( )τ,0  необхідно враховувати також і гармоніки з 
номерами трохи більшими п. При цьому буде досягнуто точніший опис 
спектральних властивостей шуму у високочастотній області робочої смуги 
частот. Проте наближена модель флуктуаційної завади (3.101а), яка незна-
чно відрізняється від реальної ситуації, приводить до єдиного опису сигна-
лу з дійсними нулями, що піддається аналізу й адитивній заваді ( )tξ  за до-
помогою тригонометричного багаточлена з максимальним за модулем сте-
пенем експоненти tnΩ  

( ) tncts
n

nk

tik
k Ω+= ∑

−

+−=

Ω cose
2
1 1

1
. 

Користуючись поданням адитивної завади (3.101а), запишемо суміш 
«сигнал плюс шум» ( )ts  таким чином:  

( ) ( ) tntxts Ω+= cos11 , 
де 

( ) ∑
−=

Ω=
n

nk

tik
kgtx e

2
1

1 , 

причому 
kkk cg ξ+= , ( )1...,,1,0 −±±= nk , 

nng −− ξ= , nng ξ= . 
Введений до розгляду сигнал ( )tx1  є по суті зашумленим інформа-

ційним сигналом, коефіцієнти Фур’є якого змінені шумом відповідно до 
рівності kkk cg ξ+=  і, крім того, до якого додана гармоніка шумової ком-
поненти 

tngg n
tin

n
tin

n Ω⋅ξ=+ ΩΩ−
− cose

2
1e

2
1 . 
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Сигнал ( )ts1  описується дійсними простими нулями, якщо пікове 
значення ( )ts1  менше одиниці: 

( ) 1max 1 <ts , τ<< t0 . 
Вважаючи останню умову виконаною, можна подавати сигнал ( )ts  

на схему, яка здійснить спектральний аналіз сигналу ( )tx1  за його дійсними 
нулями. Результатом аналізу є не самі інформаційні параметри { } 1

1
−

+−=
n

nkkc , а 
їх породжені шумом версії kg . Оскільки параметри kg  є адитивною су-
мішшю корисного сигналу kc  і завади kξ , що виникає в каналі, то створю-
ється враження, що спектральний аналіз «за нулями» зберігає початкове 
співвідношення сигнал/шум незмінним, подібно до того, як це робить кла-
сичний спектральний аналізатор, що обчислює коефіцієнти Фур’є суми си-
гналу і завади. 

Дисперсія нуль-переходів у реальних бінарних каналах зв’язку. 
Нехай напруга на виході ФНЧ впливає на пороговий пристрій з характери-
стикою  

( ) ( )
( )⎩

⎨
⎧

<−
>

=
п

п
п за1

за1
Utu

Utu
iu , 

де ( )iuп  і ( )tu  – відповідно вихідна і вхідна напруга порогового пристрою; 
пU  – рівень порога спрацьовування цього пристрою. 

Вважатимемо, як це часто має місце на практиці, що рівень порога 
лежить посередині корисного сигналу відеоімпульсу. Точніше, приймемо, 
що при ЧМ і ФМ цей рівень дорівнює нулю (корисні відеоімпульси біпо-
лярні), а при АМ 

2
01

п
uuU +

= , 

де 1u  і 0u  – відповідно постійні напруги на виході детектора під час пере-
давання посилок двох цифр – «0» і «1». 

Такий пороговий рівень близький до оптимального, оскільки забез-
печує приблизно однакову ймовірність помилок посилок обох знаків. За 
відсутності шумів пороговий пристрій даного типу дозволяв би точно ре-
генерувати відеоімпульс. Зокрема, тривалість відеоімпульсів на виході по-
рогового пристрою дорівнювала б тривалості передаваних сигналів. За ра-
хунок дії шумів зміщуються моменти спрацьовування порогового при-
строю (ЗМВ). Це призводить до випадкових зміщень фронтів сигналу на 
виході порогового пристрою. Крім того, дія шумів призводить до дроблень 
цих вихідних відеоімпульсів.  

Як ми побачимо нижче, всі ці характеристики суттєво залежать від 
смуги пропускання ФНЧ детектора. В зв’язку з тим, що на роботі порого-
вих пристроїв різних типів по-різному позначаються зміщення фронтів і 
дроблення сигналів, що надходять на їх вхід, то слід очікувати, що для    
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кожного типу порогового пристрою існує своє оптимальне значення смуги 
пропускання ФНЧ – F∆ . Враховуючи це зауваження, будемо визначати які 
статистичні характеристики спотворень відеоімпульсів для різних значень 

F∆ , що дозволить надалі визначити оптимальне значення цієї смуги. 
Відзначимо також, що робота по реальних каналах не може задовіль-

но протікати за дуже малих значень вихq .  
Тому, відповідно до потреб практики, ми будемо розглядати 

спотворення відеоімпульсів лише при 2вих >q .  
Можна показати, що якщо при 2вих >q  у момент часу 1t  реалізація 

шумів лежить вище переднього фронту відеоімпульсу, то на ділянці 
фронту, який відповідає 1tt < , вона також буде практично завжди лежати 
вище. Тому ймовірність того, що зсув фронту відеоімпульсу під дією 
шумів перевищить величину 1t  ( )2/н1 τ<t , збігається з імовірністю того, 
що у момент часу 1t  реалізація шумів лежить нижче кривої – ( )tu  
(рис. 3.17).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

зсвих /UUhq ==  

Рисунок 3.17 – Пояснення механізму виникнення зсувів фронтів відеоімпульсів 

Отже функція розподілу ймовірностей зсувів фронтів для 
2
н

1
τ

<t  є 

нормальною і має вигляд: 

( ) 222
вих8вих

с 2
4 lnqenqlр −

π
=  при ноτ<l ,   (3.102) 

де l  – відносне значення зсуву фронту імпульсу ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0

1

t
tl ; 

0

н
нв 2t

τ
=τ – відно-

сна тривалість цього фронту. 
На рис. 3.18 показана залежність ( )lрс  для різних значень q ∈ 2; 3; 4. 
Дані виразу рисунка показують, що зі зростанням п за постійної ве-

личини 1q  зсув фронтів відеоімпульсів необмежено зменшуються. Це по-
яснюється тим, що зі зростанням п пропорційно зростає крутість фронту 
відеоімпульсу і зменшується час становлення сигналу на виході вτ . 

0в t=τ  

вτ  

)(tu  

u  

2/u  u  

n
T
4

−  n
T
4

 

)(tu  

)(tu−  

t  nu  

1t  
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Проте при цьому зменшу-
ється вихq  і дія перших двох фак-
торів виявляється все-таки пере-
важаючою. 

Розглянемо дію сплесків за-
вади. Можна показати, що пере-
важна більшість дроблень повніс-
тю розміщена усередині плоскої 
вершини відеоімпульсу. Кожне з 
перетинів нульового рівня сигна-
лу слугує початком дроблення, 
або визначає зсув заднього фрон-
ту. З іншого боку, воно слугує 
початком деякого сплеску шумів 
над рівнем вихq . Ці сплески (ви-
киди) стимулюють появу дроб-
лень, якщо вони закінчуються 
усередині плоскої вершини відео-

імпульсу (нагадаємо, що переважна більшість дроблень лежить усередині 
плоскої вершини).  

Для обчислення розподілу ймовірностей довжин дроблень при 
нвτ>l  розглянемо рівень напруги – u  та сплеск шумів під цей рівень. 

Ймовірність попадання точки9 
2
нτ

=t  усередину такого сплеску збігається з 

імовірністю того, що напруга шумів у цей момент буде перевищувати u  та 
дорівнювати: 

( ) ( )вихвихв erf qq =ρ , 
 
( ( )xerf  – функція помилок).  

Нехай тепер точка 
2
нτ

=t  попала усередину сплеску шуму, що має 

тривалість вτ . Враховуючи, що ця точка може рівноймовірно займати 
будь-яке положення усередині сплеску, для умовної густини розподілу ін-
тервалу 1τ  між точкою і кінцем викиду можна записати: 

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

τ<τ

τ>τ
τ=τττ

.при0

,при1
/

в

в
вв1

p  

Тому 

                                                 
9 Під точкою t мається на увазі значення напруги в момент t. 
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Рисунок 3.18 – Графік функції рc(l) 
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( ) ( )∫
∞

τ
τ ττ

τ
=τ ввв

в

1
1

dpp , 

де ( )τвp  – розподіл тривалості сплесків шуму, причому, оскільки ми при-
йняли 1=σ , слід вважати вихqh = . 

Можна показати, що 

( )
( )

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

τ>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

τ<<
=

,при

,0при4

нв1
1

нв1

c llQ
n

qF

llnqF
lP  

де позначено 
0

нв
1 t

ll τ−
= ; 

Т
t в
0

τ
= ; 

( ) ( )
( )[ ]⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>−+
<<+−=

−

−

;5,1при93,2e34,042
,5,10при02,027,116,3e98,0

111
93,2

111
81,0

1
1

2
1

llEil
llFllQ

l

l
   (3.102а) 

( )xEi – інтегральна показова функція і пqq вих1 = . 
Величина 1q  введена для зручності порівняння розподілів і є тим 

відношенням вихq , яке було б, якби смуга пропускання ФНЧ була вибрана 
відповідною 1=п . На рис. 3.19 наведена залежність ( )1lQ , розрахована згі-
дно з виразом 3.102а. 

Враховуючи вираз 3.102а ймовірність появи дроблень різної трива-
лості визначається: 

( )[ ]

[ ]
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>τ+−τ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

<ττ−τ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=ρ
τ− ,5,1прие87,41

,5,1при27,1Ф

пв
93,2

пв
1

пвпвпв
1

д
пв

n
qF

n
qF

      (3.103) 

де 
0

пл
пв t

Т
=τ . 

Розподіл імовірностей нормованої тривалості дроблень складає:  

( )

( )( ) ( )

( )

⎪
⎪
⎪

⎩
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⎪
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⎠
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⎠
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 (3.103а) 

 

Розподіл ( )lpд  для п = 1 і деяких h наведено на рис. 3.20 (врахову-
ється відносна величина l ).  
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Аналіз виразів 3.103 і залежностей ( )lpд  свідчить, що зі зростанням п 
за постійного значення 1q  ймовірність дроблень збільшується. Це поясню-
ється зменшенням середньої тривалості сплеску і співвідношення сиг-
нал/завада зі зростанням п.  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

На закінчення відзначимо, що наведені вище дані про зсув фронтів і 
дроблення відеоімпульсів під дією шумів добре узгоджуються з результа-
тами експериментальних досліджень. 

Знаючи дисперсію зміщення ЗМВ на виході гауссівського каналу і 
розподіл дроблень різної довжини можна провести порівняння ймовірності 
прийому елементів не тільки з урахуванням зміщень ЗМВ за середину по-
силки, а й за рахунок сплесків шуму (тобто дроблень). 

Приклад 5. Провести порівняння ймовірності помилки для когерент-
ного приймання при протилежних сигналах з імовірністю зміщення ЗМВ 
за середину елементарної посилки. 

Із частини 1 відомо, що для протилежних сигналів 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ λ−==

0
1001 Ф1 N

EPP , 

де E , 0N  – енергія сигналу та спектральна густина шуму; λ  – коефіцієнт 
відмінності сигналів для різних видів модуляції. Для нашого випадку він 
дорівнює 1; ( )xФ  – інтеграл імовірностей. 

Враховуючи дані співвідношення 
( )hPP Ф10201 −== , 
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Рисунок 3.20 – Графік функції ( )lpд  Рисунок 3.19 – Графік функції ( )1lQ  
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а для зміщення ЗМВ за середину посилки, враховуючи середньоквадрати-

чне значення 
h4

1
с =σ  (вираз 2.102 при n = 1) 

( )hhPP 2Ф1
2

4Ф1зм02зм01 −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−== . 

Порівнюючи 01P , 02P  і зм01P , зм02P  бачимо, що при оцінці сигналу за 
нуль-перетинами ймовірність помилки для 3≥h на 4-5 порядків менша по-
рівняно з когерентним прийманням. 

 
3.2.3. Пропускна здатність каналу при ТСК 

 
Пропускна здатність двійкового каналу, представляючи максимальне 

значення швидкості передавання інформації за заданих фіксованих меж 
Wс, визначається 

( ) ;
с

дв.од,sup ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= CWnIC  

ii WLWL ∈∈ ...;11 ,                                         (3.104) 
 

де Wi – обмеження на формуючі сигнали. При РЦК – це є границя на дов-

жину одиничного елемента (
F

t
∆

=
2

1
0  або 

F
t

∆
=

1
0 ). 

Із даного виразу виходить, що кількість інформації, яка передається 
на інтервалі одного двійкового елемента не перевищує 

( ) ( )[ ]е2ее2е 1log1log1 PPPPI −−++= .                  (3.104а) 
При формуванні сигналів на інтервалі 0с mtT =  за мінімальної дов-

жини елементарного сигналу ∆  реалізується ∆
m

2  ( ms2 ) сигналів. Щоправда 
вони далеко не всі задовольняють умові (3.90).  

З дозволених для передавання ТСК (в яких окремі відрізки ∆≥τ sic , 
які формуються на проміжку часу 0c mtT =  за вибраної величини ∆  будуть 
СК: ( )1pN  – з одним інформаційним ЗММ; ( )2pN  – з двома ЗММ, ( )1p −mN  
– з ( )1−m  ЗММ і одна СК з m  значущими моментами модуляції. 

Отже, 
( ) ( ) ( ) ( )mNmNNNNN ppppp 1...21 +−+++==∑ . 

Через те що в сумарному числі pN  різне число кодових комбінацій з  
і-моментами модуляції, то середнє число моментів модуляції i  дорівнює 
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Кожна з таймерних сигнальних конструкцій за рівноймовірних сим-
волів на вході може передати iH  біт інформації. 

p2log NHi = . 
Але, тому що на вході каналу формуються кодові сигнали, які нале-

жать різним групам за ознакою числа переходів, то кількість інформації, 
яка полягає у виборі групи з і-переходами, дорівнює  

( )[ ] ( )[ ] ( ) ( )
⎥
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= p
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i
.    (3.105а) 

Якщо приймач отримав сигнал з i -переходами, то невизначеність у 
достовірності передавання кожного з них на k -му місці знаходиться умов-
ною ентропією 
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де ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

i

i

K
ZP  – ймовірність отримання переходу на iZ  місці за умови, що він 

передавався на iK  місці. 
Тому що число реалізацій з i  переходами дорівнює ( )iN , то число 

станів кожного переходу дорівнює  
( )i iNZ p0 = . 

Ймовірність ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

i

i

K
ZP  при аналізі зі сторони приймача й передавача 

знаходиться за допомогою канальних матриць. Враховуючи, що потуж-
ність просторів окремих груп за числом переходів різні, то загальні втрати 
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Отже, кількість інформації, яка передається одним словом ТСК в ка-
налі без завад (відсутні дроблення, тому що потужність міжсимвольних за-
вад незначна) 
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За нерівномірних довжин кодових слів максимальне значення дорів-
нює 0c mtТ = , а мінімальне 0c tT =  (при одному переході), то середня дов-
жина кодового слова дорівнює  
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( ) ( )[ ]iNPimm
m

i
p

1
∑
=

Σ = . 

За кожного значення i -переходів середній інтервал між ЗМВ знахо-
диться 
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Звідси виходить 
( )
p

p

1

00
0 2 N

iNitmtitm
m

i
∑
=

Σ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

+= . 

Враховуючи значення Σm і вираз (3.105в), знаходимо значення 0I  
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Слід зауважити, що нерівномірні за довжиною сигнали ТСК можливі 
тільки за наявності ознак кінця кодового слова. Тому, при формуванні про-
стих ТСК краще користуватись кодовими сигналами однакової довжини  

00 mtT = . Отже, для простих кодів ТСК маємо 
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З останнього виразу виходить, що пропускна здатність є функція від 
pN  і достовірності вірного приймання одного переходу. Тому що закон 

розподілу зміщень ЗМВ можна вважати нормальним, то величина ⎟⎟
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Через те що вираз (2.106а) показує втрати на один значущий момент 
модуляції і враховуючи, що всі переходи знаходяться в однакових умовах, 

величина const=⎟⎟
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Враховуючи (2.106), (2.106а), (2.106б), пропускна здатність каналу 
без завад дорівнює  
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I i

i
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−

=
p2

0

log
.                             (3.107) 

Таким чином, з виразів (2.106), (2.106а) виходить, що пропускна зда-
тність каналу без завад визначається числом реалізацій сигналів за задано-
го значення s  або ∆  і потужністю міжсимвольних завад. 

З наведеної вище інформації 
слід зробити висновок, що у двій-
ковому каналі на m -елементному 
інтервалі часу, за рахунок значен-
ня ( )s∆  можливо отримати одне й 
те саме число сигнальних конс-
трукцій на різних інтервалах часу 

cT . Як приклад на рис. 3.21 пода-
но залежності тривалості сигна-
льних конструкцій за заданої по-
тужності кодових множин і пара-
метра s . З цих залежностей вихо-
дить, що при 2>s  для отримання 

mN 2p =  можна витратити час 

00c tmT < . При цьому нерівність 
тим більша, чим більше значення s . 

При роботі по каналах з гауссівським шумом слід враховувати, що 
ймовірність помилкового приймання кодової конструкції ТСК ( пР ) визна-
чається величиною зони ∆ , середньоквадратичним відхиленням ЗМВ ( )σ , 
що в свою чергу, залежить від співвідношення сигнал/завада, а також чис-
лом переходів у слові (і) 

( )[ ]iР σ∆Φ−= 2/1п ,      (3.108) 
де i – середнє число ЗММ  у кодовому слові, 

( ) ∫σ
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1 .     (3.109) 

( )xΦ  – інтеграл імовірностей. 
Виходячи з виразів (3.106), (3.107), середнє число переходів у сигна-

льній конструкції при ( )mi ...1∈  
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Рисунок 3.21 – Залежності ( )sfm =  
при const=N  
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Враховуючи, що зі збільшенням s  зростає не лише число реалізацій 
pN , але й імовірність помилкового приймання їх пр , то для кожного кана-

лу є своє значення 0∆ , за якого реалізується максимальна пропускна здат-
ність системи. При цьому, кожна із реалізацій сигналу на інтервалі 

0c τ= mT  являє собою одну із реалізацій багатопозиційного сигналу. Тоді 
значення пропускної здатності  

( )втр2log1 HN
m

C zm −= .                          (3.111) 

Тут втH  визначає втрати в каналі через невизначеність у прийманні 
кодової сигнальної конструкції  

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
−+−=

1
1log1log в

2вв2ввт N
ppppH ,              (3.112) 

( )[ ]i
iP σ∆Φ= 2/2 ,                               (3.113) 

де iP  – ймовірність вірного приймання сигнальної конструкції з  
i -переходами. 

На рис. 3.22 наведено залежності пропускної здатності каналів з різ-
ним рівнем флуктуаційних шумів (задано зс / uuh = ) як функцій s (криві 
1…3 для 5,7=h  і =m 8, 6, 5 відповідно, криві 4…6 для =h 5,5 і =m 8, 6, 5 
відповідно). 

З рисунка виходить, що 
для кожного значення h  є вели-
чина зони, за якої mC  буде мак-
симальним. На практиці опти-
мальне значення визначається 
середньоквадратичним відхи-
ленням зміщення фронту сигна-
лу на виході каналу ( )kσ  

hk /5,4...8,3);5,5...8,3(опт =σ=∆  
При цьому розуміється, 

що в каналі з частотною моду-
ляцією 
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=
=σ

шс

3

/
4/1
uuh
h

. 

З принципу формування 
ТСК зрозуміло, що множина до-
зволених для передавання КС не 
є лінійною, тобто серед дозво-
лених сигналів можна знайти пару таких, сума яких може утворити сигнал, 

Рисунок 3.22 – Залежності пропускної здатнос- 
ті каналу ( )sfCi =  при const,const == mh  
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в якого відстань між суміжними моментами модуляції менша за ∆= st0 . 
Наприклад, сума двох кодових слів (для 5=s ): 

⊕
1111100000111111
1111110000011111

 

дає кодове слово 000001000010 0 0 0 0 , в якому число суміжних оди-
ниць менше значення s . У зв’язку з цим використовувати теорію лінійних 
надлишкових кодів РЦК для виявлення або виправлення помилок при ТСК 
неможливо.  

Приклад 6. Знайдемо кодове слово циклічного коду для початкового 
слова  ТСК при 5=s  на інтервалі 03τ=m , поданого двійковим числом  

( )xq→ 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 . 
За породжуючий багаточлен використаємо біном, що відповідає 

двійковому поданню ( ) 127=xf . Із запису ( )xf  виходить, що це багато-
член  6-го степеня, отже надлишкових елементів у кодовому слові повинно 
бути 6=r . Візьмемо як породжуючий багаточлен ( ) 1346 +++→ xxxxf . 
Визначимо доповнення до 15-елементного кодового слова методом ділен-
ня двійкового числа 00000111110000011111  на двійкове число 

1 1 1 0 1 0 1 . Оскільки отриманий залишок 001101  має підряд одиниць мен-
ше ніж 5, сформульоване двійкове кодове слово не задовольняє умовам 
ТСК і не може передаватися каналом без міжсимвольних завад. 

Синтез ТСК при a > 2. Сигнальний алфавіт недвійкових ТСК фор-
мується на інтервалі часу 0c mtT = , де 0t , як і раніше, визначається величи-
ною оберненою до смуги пропускання каналу зв’язку, stmsn /, 0=∆=  (n  і 
s  – цілі позитивні числа). В цьому значенні часова структура недвійкових 
ТСК збігається з часовою структурою двійкових ТСК. Крім того, при пе-
редаванні сигналу в кожний значущий момент використовується одне із 

2>a  положень (рівнів) модульованого параметра. Із цього випливає, що 
кодова комбінація недвійкового ТСК визначається не тільки часом зміни 
інформаційного параметра ix , але й значенням рівня (позиції) інформацій-
ного параметра. 

На рис. 3.23 пояснюється принцип формування недвійкових ТСК. 
Пронумеруємо усі рівні від 0 до a , тобто 0, 1, 2, …, 1−a . Значення 0 

присвоюємо відносному рівню (далі називатимемо його нульовим). Число 
нульових рівнів у комбінації змінюється від 0 до і ( i  – число ЗММ). Оче-
видно, що загальна кількість комбінацій, до яких нуль входить хоча б один 
раз, буде дорівнювати сумі груп комбінацій, що відрізняються одна від од-
ної кількістю вхідних до них нулів. Отже, число доданків в сумі буде до-
рівнювати ( )1−i . 

Визначимо число комбінацій в групі. Для цього розглянемо випадок, 
коли комбінації групи містять лише один нуль. Ненульові члени комбінації 
можуть набувати )1( −a  значень. 
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Рисунок 3.23 – Принцип формування недвійкових ТСК 
 
Таких ненульових членів у такого виду груп може бути лише ( )1−i , 

отже загальне число ненульових наборів цифр, що входять до i -розрядної 
комбінації, яка містить лише один нуль, буде дорівнювати  ( ) 11 −− ia . 

Визначимо скільки i -розрядних комбінацій буде при кожному фік-
сованому наборі ненульових членів комбінації. Очевидно, що число таких 
комбінацій буде дорівнювати числу з’єднань i  по 1−i , тобто 1−i

iC , отже, 
загальна кількість комбінацій у групі ( 1−iB ) даного виду може бути обчис-
лена як 
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Подібні міркування можна навести і для груп, які вміщують i -
розрядні комбінації з двома і більше нулями (відносними) значеннями. 
Тому загальне число i -розрядних комбінацій, до яких відносний рівень 
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Після включення першого доданка суми під знак підсумовування з 
урахуванням даного доданка вираз набуває вигляду  

( ) kkik
i

ki

k
aC 11

0
⋅⋅⋅− −

=
∑ . 

Проте сума являє собою не що інше, як розкладання бінома Ньютона 
виду ( )ia 1− . Отже можна записати 

( ) kkik
i

ki

k
aC 11

0
⋅⋅⋅− −

=
∑ = ( )ia 1− . 

Дійсно розглянемо формулу бінома Ньютона  

( ) kki
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k
i

i C β⋅α⋅=β+α −
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∑

0
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Якщо замінити β  на β− , тоді з виразу випливає  
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Якщо у попередньому виразі прийняти 1−=β , то  
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∑ , 

що і потрібно було довести. 
З урахуванням наведених міркувань дістаємо кінцевий вираз для по-

тужності сигнального алфавіту (числа реалізацій) недвійкових ТСК: 

( ) ( ) ( )
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1
p 12 −−
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⋅−=> ∑ .                      (3.115) 

Рівність (3.115) показує, що , порівняно з бінарними ТСК, потужність 
сигнального алфавіту багаторівневих ТСК зростає за біноміальним законом. 

При заданому значенні числа інформаційних значущих моментів мо-
дуляції 0i , максимальне число реалізацій буде 

( ) ( )
i

sims
i CaiaN 1P 1)const;2( −−−==> . 

Виходячи з цього максимальне відносне значення пропускної здатності  
( ) ( ) ( )

m
C

m
ai

m
Ci

C
i

sims
i

sims 122122
макс

log)1(loglog1log −−−− +
−

=
+−α

= .  (3.116) 

Із останнього виразу видно, що введення багатопозиційного сигналу 
суттєво доповнює складову, яка забезпечується за рахунок розміщення 
моментів модуляції в точках некратних найквістовому інтервалу. 

Приклад 7. Оцінити величину приросту максC  за умови, що таймерні 
сигнальні конструкції формуються на інтервалі 5c =T  при 3=i , а інфор-
маційний параметр 16=a  станів. 
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Тому що ( ) 41log2 ≈−a , то значення першого доданка виразу 3.116 

дорівнює 4,2
5
43

≈
⋅ . По відношенню до максC  для бінарного каналу цей 

приріст збільшує максимальне значення пропускної здатності майже вдвічі 
(див. рис. 3.22).  

 

3.2.4. Зв'язок коефіцієнтів iA  з кодовою відстанню 
 

Через те що кодові сигнальні конструкції, в яких число ЗМВ відріз-
няється від заданого, легко виявляються на прийомі, то при виборі метрики 
будемо виходити з необхідності оцінювати відстані при відомих місцях 
знаходження ЗМВ, тобто будемо враховувати тільки зміщення значущих 
моментів відтворення. 

З принципу формування сигналів видно, що прийнята метрика по-
винна враховувати не тільки сам факт відмінності кодових слів, а й вели-
чину відмінності в окремих позиціях. Припустимо, що є канал, в якому   
сигнал на виході залежить тільки від виду сигналу на вході (дискретний 
канал без пам’яті), 
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   (3.117) 

де )0(ZP  – ймовірність зміщення будь-якого ЗММ на Z поділів ∆  під дією 
завад. 

Рівність правих частин першого та другого рівнів (3.117) говорить 
про те, що поява позитивних і негативних зсувів ЗM рівноймовірна. З цьо-
го випливає, що при передаванні n -елементного кодового слова 

nxxx ,,, 21 …  на прийомі отримуємо слово ( nn yyy ,,, 11 −… ) з імовірністю 
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Будемо вважати, що метрика Ld  в даному дискретному каналі забез-
печує мінімальну помилку декодування в тому випадку, коли для двох век-
торів помилок забезпечується умова 
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Нерівності (3.118) говорять про те, що ймовірність появи зміщення 
ЗM на більшу величину менше ймовірності зміщення на меншу величину. 
Для умов помилкового декодування кодових слів з постійним числом ЗМ, 
що задовольняє умовам (ТСК), можна довести теорему. 

Теорема 4. Модульна і Лі метрики в дискретному каналі з крайовими 
спотвореннями, розподіленими за нормальним законом, забезпечують мі-
німум імовірності помилкового декодування сигналів ТСК. 

Припустимо, що передається n -елементний вектор з числом значу-
щих моментів модуляції – n . 

( )022111 mod0... AxAxAxAx nn =+++= ,   (2.118а) 
де iA  – деякі коефіцієнти, що забезпечують необхідні відстані між дозво-
леними ТСК (буде розглянуто нижче). 

Під впливом завади ( )neeeeE ′′′′=′ ...,,,, 3211 переданий вектор КС може 
бути прийнятий як вектор AX ∈2 , віддалений на відстані 2d , або як вектор 

3X  віддалений на відстань 3d . 
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Доведемо, що якщо 23 dd > , то  
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Позначимо через )( '
1EW  – вагу вектора помилки '

1E . Відповідно до 
визначення вага вектора )( '

1EW  
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ii  – число ЗМВ, яке змістилося на величину ih .  
Ймовірність появи такого вектора завади для випадку нормально-

розподілених зсувів ЗМВ з нульовим середнім значенням дорівнює 
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 (3.119) 

В останньому перетворенні враховано, що 
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Приклад 8. Нехай задана ТСК з трьома переходами i = 3. Для ймові-
рності появи завади, що трансформує одне кодове слово в інше, віддалене 

на dEW =)( , 3=n  добуток ( ) ihi
m

i
i PP 1

0
1

−

=
∏  у вираз (3.119) буде мати два 

співмножники: 1,1 −== dii , отже 
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тобто помилка буде не виявлена, коли один перехід буде прийнятий вірно 
)0(P , другий зміститься на величину ∆1 , а третій на величину ∆− )1(d . 

В основному значення ⎟⎟
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1EP  визначається )1( −dP . 

З іншого боку, закон розподілу ймовірностей появи відповідної ве-
личини зміщення ЗММ описується нормальним законом, отже 
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 Після перетворень отримаємо 
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Отже, застосування метрики Лі або модульної при передаванні ін-
формації на реальних каналах сигналами ТСК забезпечує мінімум імовір-
ності помилкового декодування. 

Зв'язок коефіцієнтів iA  з кодовою відстанню ТСК. Запишемо рів-
няння (3.118а) у вигляді 
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0112211 ).(mod0...  

Права частина рівняння являє добуток векторів 
)(mod0 0AXA = , 

при цьому координати векторів ),...,,(),,...,,( 2121 nn xxxXAAAA  – цілі числа. 
Можна сформулювати теорему. 

Теорема 5. Якщо координати і модуль порівняння 0A  визначені за 
формулами 
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то будь-який вектор X , що задовольняє умові )(mod0 0AXA = , має вагу 
dXW ≥)( . Відзначимо, що формули (3.121) за парного та непарного d    

мають вигляд: 
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При доведенні будемо розглядати координати векторів: 
),,,( 10 nAAAA …  і ),,,( 21 nxxxX …  як цілі числа. Беручи до уваги формули 

(3.121а) легко перевірити, що за непарного d  вектори 
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ортогональні A . Ранг матриці, який складений з координат цих векторів, 
дорівнює n  і визначник не дорівнює нулю. Отже, вектори iY являють со-
бою базис для дозволених векторів X . Тому будь-який вектор X  можна 
розкласти за базисом у вигляді  
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звідки випливає, що  
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З останніх співвідношень випливає, що координати X  будуть ціли-

ми числами тоді і тільки тоді, коли −−α nkk ,...,1,  цілі.  
Для парних значень d  базисом будуть вектори Y ′ : 
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Розглянемо послідовність доведення для модуля порівняння 0A  

при 4=n . Рівняння (3.118а) набуває вигляду  
044332211 =+++ xAxAxAxA , 

де коефіцієнти iA ( 4,,1…=i ) вибрані у відповідності з формулами (3.121а) 
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Базисом у цьому випадку будуть вектори  
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Кожен із векторів (3.122) має вагу )(YW і задовольняє умові ТСК. 

Однак серед векторів, що мають вагу d  можна знайти і такі, лінійна форма 
яких  

.0)( 44332211 ≠+++= xAxAxAxAXL  
Позначимо через M  – множину векторів ),,,( 4321 zzzzZ , до яких 

ставляться такі вимоги  
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Ясно, що в якості модуля 0A  можна взяти будь-яке ціле число. А то-
му що зі збільшенням 0A  збільшується час, необхідний для отримання за-
даного pN , то доцільно обрати  

MZZLA ∈= ),(min0 , 
що збільшить швидкість передавання. 

Для знаходження MzzzzZ ∈),,,( 4321  доведемо теорему.  

Теорема 6. Існує такий вектор MzzzzZ ∈),,,( 4321 , координати якого 
задовольняють будь-якому з таких обмежень: 
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Усі вісім умов доводяться аналогічно теоремі 5. Зазначені умови є 
обмеженнями багатогранного об'єму в n-вимірному просторі і представ-
ляють 8 задач лінійного програмування, розв’язання яких здійснюється 
при застосуванні симплексного методу. 

Доведемо справедливість (3.123б) 
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За умовою теореми MZ ∈ , тобто  
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dzdzdzzZW ≥−+
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Вважаємо з нерівності (3.124)  
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Віднімемо з нерівності (3.124) рівність (3.123б)  

012
2
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2

51 44321 ≥−−+−
+

+−
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+−+ zzzdzdzz . (3.124б) 

Враховуючи обмеження (3.124а) і зауваживши  
11 11 =−+ zz ;  11 44 =−− zz , 

після підставлення зазначених різниць у вираз (3.124б) та простих пере-
творень, отримаємо третю з нерівностей  (3.121в)  

.
2

1
43

+
≤−

dzz  

Другу та першу з нерівностей (3.121в) можна вивести, використову-
ючи замість (3.124)  

dZW ≥ϕ− )( 6 , dZW ≥ϕ− )( 5 . 
Для визначення модуля порівняння А0 потрібно знайти )(min ZL  при 

Z ∈M. 
.),min()(min 44332211 MZzAzAzAzAZL ∈+++=  

Враховуючи, що коефіцієнти лінійної функції пов'язані співвідно-
шеннями ,1234 AAAA ≤≤≤  то для знаходження найменшого значення лі-
нійної функції )(ZL  будемо вибирати такі вектори Z , в яких найбільші 
значення мають координати з великими номерами. Після простих перетво-
рень для непарних d  отримаємо: 
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З виразів (3.124в) видно, що вираз для 0A  залежить не тільки від n, а 
й від величини d . Зі збільшенням d  можна знайти інші (менші) значення 
модуля порівняння 0A , ніж ті, що визначаються загальною теоремою ко-
дування. Зокрема, для 4=n  і 5≥d  можна довести теорему. 
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Приклад 9. Визначити кількість кодових конструкцій, які задоволь-
няють умові (3.118а) при 3=i , 4=d , 7=s , 5=m . 

Користуючись табл. 3.5 для заданих параметрів sim ,,  визначимо за-
гальну кількість таймерних сигналів 680p =N . 

Згідно з виразом (3.121) значення коефіцієнтів iA  в рівнянні (3.118а) 
12531 0123 ==== AAAA . Число реалізацій, які відповідають умові 

(3.118а), буде ( ) 56
12
6800p ≈==∑ ii xAN . 

 

3.2.5. Теореми синтезу простих ТСК 
 

Задача кодера простого таймерного коду полягає в перетворенні ін-
формації в певну послідовність чисел (х1, х2,…, хі), що задовольняють об-
меженням  

∑
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1

,1:

;,,1;0: …
,                             (3.125) 

де msn = .  
Зазначені умови повинні використовуватись таким чином, щоб деко-

дер міг за прийнятою послідовністю чисел однозначно відновити початко-
ву інформацію. Розв'язання задачі синтезу кодуючого алгоритму подано в 
наступній лемі. 

Теорема 7. Нерівності  
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де 1...,,1 −= ik  дають змогу однозначно надати всім членам 

( ) ( )
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⎞
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⎝

⎛ −−
<≤

i
sin

xN
1

0  множину чисел ( ixxx ...,,, 21 ), які задовольняють 

обмеженням Q1  й Q2.  
Схема перетворення числа N(x) у множину чисел ( ixxx ...,,, 21 ) наве-

дена нижче. 
Доведення. Подамо інформацію, що підлягає кодуванню, у вигляді 

десяткового числа N(х), а кодову комбінацію, отриману в результаті коду-
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вання, як множину чисел ( ixxx ...,,, 21 ). З урахуванням обмежень (3.125) 
складемо схему перетворення (див. послідовність) й визначення ak,  
k∈[1; i]: 

( )( );1
!2

1; 21 isnisnaisna −+−=−=                 (3.127а) 

( )( )( );12
!3

1
3 isnisnisna −+−+−=                       (3.127б) 

........................................ 

( )( ) ( )( ) ( );21
!

1 isniisniisn
i

ai −−+−−+−= …             (3.127в) 

( ) ( ) ( )∑ ∏∏
−−

=

−

=

−

=

++−−
−

=+−=
1

0

2

0

1

0
1

!1
1

!
1 isn

r

k

t

k

t
k trisn

k
tisn

k
a .       (3.127г) 

( ) ( )

( )
( )

( )

i

i

i

a

isn
i
sin

a

isn

isn

a

isn

isn
isnisn

isn

a

isnisn

xxxixxN

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

−−−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

−−

−−

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

−−

−−
−−−−

−

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

−−−−

−

−

00011
1

0001

0110

0110
2010

1010
0010

0100

020012
210022

0100
10001

10001
00000

1

2

1

121

…

…
…

…
…
…
…
…
…
…
…

…
…
…
…
…
…
…
…
…
…
…

 



 366 

Таким чином, процес кодування зведено до визначення інтервалу на-
лежності N(x)∈[аk, аk+1], а потім його положення в цьому інтервалі. Тому, 
якщо у формулі (3.127) верхня межа суми буде змінною величиною  
хі∈[0, n−is−1], то можна буде перейти до нерівності (3.126) і знайти еле-
мент хі множини чисел (х1, х2,…, хі). Вираз (3.127) складається з трьох чле-
нів. Перший, як і у виразі (3.126) − змінний, а другий являє собою накопи-
чення з усіх попередніх елементів хµ , µ = k + 1,…, і. Отже, 121 ...,,, −ixxx ви-
значаються з нерівності. Теорему доведено. 

Обернене перетворення є правилом декодування для простого тай-
мерного коду з постійним числом значущих моментів.  

Теорема 8. Інформація, подана у вигляді десяткового числа N(х), од-
нозначно відновлюється за значеннями множини чисел ( ixxx ...,,, 21 ) 
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Доведення. Оскільки ( ixxx ...,,, 21 ) відомі, то вираз (3.127) перехо-
дить у рівність. Якщо припустити, що k = 1, то отримуємо  

( ) ( )

( ) ( ).1
!1

1

1
!1

11

0

2

0 11

0

2

0 10 2

1

0

xNtrxisn

trxisntrisn

x

r t

ii

x

r t

ix

r

i

t

i

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−−−

−µ
=

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−−−

−µ
+++−−

∑∏ ∑∑

∑∏ ∑∑ ∑∏
µ

µ

=

−µ

= +µ=ν
ν

=µ

=

−µ

= +µ=ν
ν

= =µ=
. 

Теорему доведено. 
 
Інше розв'язання задачі синтезу кодера та декодера простого таймер-

ного коду сформулюємо в наступних теоремах. 

Теорема 9. Для чисел множини ( ) ( )
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дають можливість однозначно надати всім числам вектори ( ixxx ...,,, 21 ), 
які задовольняють обмеженням (3.125).  

Теорема 10. За значеннями ( ixxx ...,,, 21 ) однозначно відновлюється 
N(x): 
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Отже, теореми 3 і 4 є відповідно правилами кодування й декодування 
таймерного коду довжиною п найквістових елементів з кодовою відстанню 

1=d  та числом значущих моментів і. 
Доведення.  Перетворимо вирази (3.127а ... 3.127г) в наступні рів-

ності: 
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де S(i, k) − коефіцієнти ряда Стирлінга. З іншого боку, відомо, що: 
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Тоді: 
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й подальше доведення зводиться до процедури, аналогічної доведенню по-
передніх теорем. 

Знайдемо залежність потужності L  простого коду від числа значу-
щих моментів та довжини сигнальної конструкції.  

Спочатку розглянемо питання визначення числа значущих моментів, 
що забезпечує максимальну потужність L  простого таймерного коду при 
заданих т та s. 

Теорема 11. Для простого таймерного коду максимальна потужність 
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Доведення. Теорему буде доведено, якщо доведемо вирази (3.129), 
(3.129а).  

Припустимо, що (ms, s+1) ≠ 1, тоді ⎥⎦
⎥

⎢⎣
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+
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1s
msi  й нерівність набуде  

вигляду  
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де Г(х) − гама-функція. Після перетворень остаточно маємо: 
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Дослідимо (3.130) в двох граничних випадках, коли s→0 та s→∞: 
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Отже, доведено вірність нерівності (3.129). 
Аналогічно для виразу (3.129а) можна записати  
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Очевидно, що останній вираз є вірним для 0≥∀s  при 0≥∀m , тим 
самим рівняння (3.129а) доведене. Для випадку, коли (ms, s + 1) = 1, вір-
ність виразів (3.129) і (3.129а) випливає із властивостей гама-функції Г(х) 
при х ≥ 2.  

Теорему доведено.  
Особливий інтерес становить аналіз залежності L  простого таймер-

ного коду зі змінним числом значущих моментів від довжини кодової ком-
бінації n = ms за фіксованих значень s. Для блокових кодів, як відомо, збі-
льшення довжини блока на одиницю призводить до подвоєння потужності; 
аналогічно для таймерного коду при s = 1 маємо nL 2= , і збільшення п на 
одиницю веде до подвоєння L . 

Розглянемо випадок, коли s > 1 та т >> s. Тоді s(т−і) + i → m, і мож-
на записати 
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Це свідчить про те, що s впливає лише на швидкість збіжності до 
граничного значення, тому для m ≈ s граничне значення співвідношення 
потужностей більше двох.  

 
3.2.6. Теореми синтезу надлишкових ТСК 

 
Основна задача при синтезі асиметричних таймерних кодів, які ви-

правляють та виявляють помилки, полягає в тому, що необхідно знайти за-
лежності вагових коефіцієнтів Аk (k = 1,…, i) та модуля А0 для виразу 
∑ = )(mod0 0AxA ii  від заданих властивостей коду.  

Нижче доведено дві основні теореми, перша з яких дає можливість 
синтезувати асиметричні таймерні коди, що виявляють помилки, а друга є 
основною для побудови кодів з виправленням помилок.  

Теорема 12. Якщо коефіцієнти рівняння ∑ = )(mod0 0AxA ii  визна-
чені так, що 

( ) { }
( )i

k
k

eA

ikeA

1

1;1

00

1
0

+=

∈+= − …
,                      (3.131) 

то помилки кратності меншої або рівної і величиною [-е0; е0] виявляються 
з імовірністю 1.  

Доведення. Вектор помилки ( )ieeeE ,,, 21 …  і кодове слово 
( )ixxxX ,,, 21 …  скалярно складаються та створюють новий вектор 

( )ixxxX …,,, 21 . Для цього вектора можна записати 
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k
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1 1
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1
)(mod ,          (3.131а) 

де [ ]00 ;eeek −∈ . 
Припустимо 0eek = . Тоді з урахуванням (3.131) можна записати 
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1
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00 AeeeeA
i
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k
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Аналогічно для 0eek −=  отримуємо 

( )[ ] )(mod111 00
1

00 AAeeA
i

k

i
k +−≡++−≡− ∑

=
.             (3.41) 
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Беручи до уваги вирази, отримуємо 0
1

AeA
i

k
kk <∑

=
, [ ]00 ;eeek −∈∀ , що 

й треба було довести.  
Висновок 1. Код виправляє помилки кратності меншої або рівної і 
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Доведення. Для того щоб код виявляв помилки кратності меншої або 
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Отже, показано, що ( ) ( )⎣ ⎦11,1 00 −++−∈ ii
s eeС  та всі ie0  синдроми є різни-

ми. Тим самим висновок доведено. 
Висновок 2. Якщо вектор помилки ( )ieeeE ,,, 21 …  має вагу 

( ) 10 −≤ eEW , то код виправляє помилки величини [− (е0−1), (е0 -1)].  

Доведення. Враховуючи, що ∑
=

−≤
i

k
k ee

1
0 1, можна записати 
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Отже, всі синдроми різні, а число їх менше, ніж кількість остач 
А0 − 1, і код виправляє помилки величини [−(е0−1), (е0+1)] вагою 

( ) 10 −≤ eEW . Висновок доведено.  
Теорема 13. Якщо коефіцієнти Аk рівняння ∑ = )(mod0 0AxA ii  ви-

значено таким чином, що  
( ) { }
( ) ,12

,1;12

00

1
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i

k
k

eA

ikeA

+=

∈+= −

                    (3.132) 

то помилки, кратності меншої чи рівної і величиною [−е0, е0] виявляються 
й виправляються з імовірністю 1.  

Доведення. Враховуючи, що під впливом вектора помилки 
( )ieeeE ,,, 21 …  на кодове слово ( )ixxxX ,,, 21 …  відбуваються зміщення 

ЗМВ, внаслідок чого на прийомі фіксується кодове слово ( )ixxxX …,,, 21 , 
за умови ∑ = )(mod0 0AxA ii  та виразу (3.131а) можна зробити висновок, 
що помилка буде невиявленою у випадку, якщо ( )∑ = 0mod0 AeA kk . Як-
що ж ( )∑ ≠ 0mod0 AeA kk , тоді, залежно від величини коефіцієнтів 

iAAA ,,, 21 … , помилки можуть виявлятися або виправлятися. Для виправ-
лення помилок зміщень ЗМВ потрібно, щоб кожному вектору помилки від-
повідав свій синдром Сs: 

s
kk CZ

А
еА

+=∑
0

,                                (3.133) 

де Z — ціле число, Сs — остача від ділення. 
Визначимо потрібне число різних остач за модулем 0A  необхідності 

виправляти і-кратні помилки величиною е0. Можливе число зміщень кож-
ного ЗМВ буде 12 0 +е  (коефіцієнт 2 враховує можливі додатні та від'ємні 
зміщення ЗМВ, а 1 відповідає випадку відсутності зміщень, тобто ЗМВ за-
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лишився в «своїй» зоні ∆ ). Таким чином, число різних синдромів, що від-
повідають різним виправленим помилкам, буде дорівнювати 

( )ieN 12 0c += . 
Значення ж кожного синдрому визначається коефіцієнтами iAAA ,,, 21 …  
і 0А .  

Коефіцієнт А1 може бути будь-яким, у тому числі й дорівнювати 
одиниці. У цьому випадку синдроми, що відповідають зміщенням першого 
ЗМВ, займають область +е0; 0; −е0. При цьому припускається, що решта 
ЗМВ не змістилась за межі «своїх» зон.  

Значення коефіцієнта А2 має бути таким, щоб абсолютна величина 
122 ееА −  не відповідала синдромам зміщень першого ЗМВ. Легко показа-

ти, що для цього коефіцієнт А2 має задовольняти умові 
12 02 += еА . 

Отже, максимальне значення синдрому при зміщеннях першого та 
другого ЗМВ на величину е0 дорівнює  

( ) ( )1212 0000021 +=++=+ еееееС . 
Виходячи з цього, значення коефіцієнта А3 буде дорівнювати  

( ) 11412 00213 ++=+= + ееСА . 

Неважко помітити, що ( )2
0

2
23 122 +== еАА .  

Розмірковуючи аналогічно, визначимо максимальне значення синд-
рому при зміщеннях х1, х2, х3 на величину е0: 

0
2
0

3
0321 364 еееС ++=++ . 

За аналогією для 4A  отримаємо  

( )3
00

2
0

3
04 1216128 +=+++= ееееА .            (3.133а) 

Узагальнюючи наведені міркування для всіх коефіцієнтів Аk, дійдемо 
висновку, що в даному випадку всі коефіцієнти iAAA ,,, 21 …  вибираються 
за правилом (3.132).  

На основі сказаного можливо установити взаємозв'язок між коефіці-
єнтами Аk та потрібною кодовою відстанню dx у метриці Хеммінга.  

У табл. 3.7 подано значення параметрів таймерного коду з трьома 
ЗММ за різних величин виправлених помилок е0: коефіцієнти Аk та мініма-
льна кодова відстань dмін. Значення dмін визначені, виходячи із коефіцієнтів 
Аk, у відповідності з виразами (3.122) та (3.133). Для порівняння в правій 
колонці табл. 3.7 подано кодові відстані d0, які потрібні для виправлення 
помилок кратності і величиною е0 за умови, що помилки не розподілені   
рівномірно в межах сигнальної конструкції. В цьому випадку кратність 
помилки tк та кодова відстань d0 будуть такими:  
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Порівнюючи dмін та d0, бачимо, що за умови розподілу помилок рів-
номірно в сигнальній конструкції за одного й тому ж самого значення ви-
правленої помилки можна зменшити кодову відстань більш ніж у два рази.  

 
Таблиця 3.7 – Параметри бінарних таймерних кодів з трьома ЗММ 

 

е0 А1 А2 А3 dмін d0 
1 1 3 9 4 7 
2 1 5 25 6 13 
3 1 7 49 8 19 

 
Для того, щоб кожному вектору помилок величиною е ≤ е0 кратності 

і відповідав єдиний синдром помилки, достатньо, щоб виконувалась умова: 

12
1

0 += ∑
=

i

k
kAА .                                         (3.135) 

Аналіз наведених міркувань може привести до питання про доціль-
ність використання таймерних кодів, які виправляють помилки зміщень 
замість кодів, що виявляють ці зміщення за більшого значення ∆. Для від-
повіді на це питання розглянемо табл. 3.8, в якій наведено значення числа 
реалізацій сигнальних конструкцій на різних інтервалах часу і за різних 
значень s  для таких кодів: 

1. Число сигнальних конструкцій, які реалізовані на інтервалі 0mtT =  

при s = 3 та відповідають умові ∑ = )(mod0 0AxA ii  при d = 3, A1 = 1, 
А2 = 2, А3 = 3, А0 = 7. 

2. Число реалізацій сигнальних конструкцій на інтервалі 0mtT =  при 

s = 9, у відповідності з умовою ∑ = )(mod0 0AxA ii  та виправленні поми-
лок кратності і = 3 величини е0 = 1. При цьому питання про розподіл поми-
лок у межах сигнальної конструкції не обговорюється. Для даного коду 
d = 7, A1 = 1, А2 = 6, А3 = 21, А0 = 73. 

3. Число реалізацій сигнальних конструкцій на інтервалі 0mtT =  при 

s = 9, у відповідності з умовою ∑ = )(mod0 0AxA ii  та виправленні поми-
лок кратності і = 3 величини е0 = 1 за умови їх рівномірного розподілу. Для 
даного коду    d = 4, A1 = 1, А2 = 3, А3 = 9, А0 = 27.  

4. Число реалізацій сигнальних конструкцій на інтервалі 0mtT =  при 

s = 15, у відповідності з умовою ∑ = )(mod0 0AxA ii  та виправленні поми-
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лок кратності і = 3 величини е0 = 2 за відсутності обмежень на розподіл 
помилок. Для даного коду d = 13, A1 = 1, А2 = 12, А3 = 78, А0 = 487. 

5. Число реалізацій сигнальних конструкцій на інтервалі 0mtT =  при 

s = 15, у відповідності з умовою ∑ = )(mod0 0AxA ii  та виправленні поми-
лок кратності і = 3 величини е0 = 2 за умови їх рівномірного розподілу. Для 
даного коду d = 6, A1 = 1, А2 = 5, А3 = 25, А0 = 63. 
Таблиця 3.8 – Число реалізацій сигнальних конструкцій надлишкових таймерних кодів 
 

m № 
коду 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 1 2 12 31 65 117 190 290 
2 0 4 20 55 129 223 397 613 
3 0 11 58 167 367 684 1144 1776 
4 0 2 10 32 82 155 270 419 
5 0 11 85 276 631 1207 2060 3241 

 
Значення s для окремих кодів взяте з умови, що виправлення спотво-

рень величиною е0 = 1 відповідає збільшенню еквівалентної зони в три ра-
зи, а виправлення спотворень е0 = 2 відповідає збільшенню зони в п’ять ра-
зів. Таким чином, еквівалентні зони для усіх п’яти кодів будуть рівними.  

З аналізу наведених даних випливає, що виправлення помилок вели-
чиною е0 = ±1 за відсутності обмеження на розподіл помилок (код № 2)  
збільшує потужність множини до двох разів, а за рівномірного розподілу 
помилок (код № 3) до п’яти разів. Використовувати виправлення і-кратних 
помилок величиною е0 = 2 за нерівномірного їх розподілу у межах сигна-
льної конструкції недоцільно, тому що потужність множини дозволених 
сигналів зменшується (код № 4). У той самий час за рівномірного розподі-
лу помилок у межах сигнальної конструкції потужність множини на зада-
ному інтервалі можливо суттєво збільшити (код № 5). 

Висновок 1. Якщо вектор помилки ( )ieeeE ,,, 21 …  має вагу 
( ) 02eEW ≤ , то код виявляє помилки величиною [−2е0, 2е0].  

Доведення. Припустимо, що 0121 ==== −ieee , а 02eei = . Тоді мо-

жна записати: ( )∑
=

−+==
i

k

i
iikk eeeAeA

1

1
00 122 . Очевидно, що 00 >∀e   

( ) ( )( )112
2
1122 0

1
00 ++<+ − ii eee                     (3.136) 

і при ∑
−

=

≥
1

1

i

k
ki AA  нерівність виконується в усіх інших випадках. Тим самим 

висновок доведено.  
Висновок 2. Синдром помилки Сs кратності меншої або рівної і ве-

личиною [ ]00,ee−  визначається як  
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де x  − прийняті значущі моменти.  
Доведення. Розглянемо три випадки: 
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де р − ціле число; 
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Отже, [ ]00 , AAСs −∈ , Сs = 0 лише тоді, коли еk = 0, k∈[1,i]. Якщо для 
e ⋅Сs=Сs0, то для e−  Сs= − Сs0.  

Висновок 3. Синдром помилки Сs дає змогу знайти вектор помилки 
( )ieeeE ,,, 21 … , при цьому  
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Доведення. Покажемо, що формула (3.136а) являє собою короткий 
запис методу перетворення чисел з однієї системи числення в іншу, а саме 
з:  

десяткової в е-ту систему. Позначимо С= С+А0 − 1,  Сi.= 0,2(А0 – 1)  і  
еk= еk + е0,еk = (0,2е0). Послідовність перетворення має такий вигляд: 

Перетворення показує, що  

      Сi      2e0+1 

ei'       Сi-1    2e0+1 

ei-1'       Сi-2   
 

  С3    2e0+1 

 e3      С2      2e0+1 

e2'      С1=e1'
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де k∈[1, i], С0 = 0.  
Оскільки '0 kk eee −= , то висновок доведено.  

 
3.2.7. Ефективність наднайквістової швидкості модуляції  

 
Оцінимо ефективність використання ТСК на прикладах використан-

ня їх для різних систем передачі. 
Приклад 10. Оцінимо ефективність перетворення якості передавання 

в бінарному каналі у швидкість передавання для каналу з ЧМ ( 8
e 10−=P ) 

при базі сигналу, що дорівнює 1, в якому діє гауссівська завада. 
Порівняємо два способи збільшення швидкості передавання інфор-

мації за рахунок використання швидкості модуляції в бінарному каналі бі-
льше найквістової або за рахунок використання бінарних ТСК. 

Розглянемо випадок, коли за рахунок збільшення швидкості модуляції 
зменшується тривалість одиничного елемента при розрядно-цифровому коді. 

Припустимо, що на вході каналу зі смугою (0, Ω) формується кодова 
послідовність. Поставимо задачу визначення дисперсії міжсимвольної за-
вади, або, інакше кажучи, дисперсію помилки відновлення переданої ін-
формаційної послідовності за швидкістю модуляції, що перевищує межу 
Найквіста. При цьому для зручності будемо припускати, що верхньою час-
тиною смуги пропускання каналу Ω можна варіювати, обираючи її мен-
шою за Ωс. Очевидно, що величина Ω

π=µ  показує, у скільки разів швид-
кість передавання елементарних посилок через «ідеальний» фільтр зі сму-
гою пропускання (0, Ω) за тривалістю Τ = 1 с більша за найквістову гра-
ничну швидкість для цього фільтра. 
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Як відомо, імпульсна реакція смуго-обмеженого каналу зі смугою 
пропускання (0, Ω) та його передатна функція H(ω) пов'язані співвідно-
шенням 

∫
Ω

Ω−

ω
ΩΩ ωω

π
dH(t)h tie)( 

2
1 = .                           (3.137) 

Якщо на вхід такого каналу подати сигнал, що являє собою δ-
імпульсну послідовність, то на його виході дістанемо напругу 

.
0

1
)(...,;1;0),1()( ∑
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−∞=
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π>ω

π≤ω
=ω±=−=

l
l Hkkhxkz      (3.138) 

Отже, сигнал помилки при передаванні корисного сигналу визнача-
ється виразом 

[ ]∑ ∑∑
∞

−∞=

∞

−∞=
ΩΩ

∞

−∞=

−−−=−−−=
l l

ll
l

l lkhlkuxlkhxlkuxkz ,)()()()()(   (3.139) 

де 
⎩
⎨
⎧

≠
=

=
.0,0
,0,1

)(
k
k

ku – дискретна імпульсна реакція ідеального фільтра у ви-

падку, коли інтервал дискретизації дорівнює 1 с. Відзначимо, що при ви-
користанні умови 

1)0( =Ωh ,                                          (3.140) 

∫
Ω

Ω−
Ω =ωω

π
1)(

2
1 dH .                                 (3.141) 

Останнє співвідношення очевидно виходить із виразів (3.140) 
та (3.137). 

Припустимо, що випадкова інформаційна послідовність )(Kx  є    
стандартною в широкому розумінні і має автокореляційну функцію, чи, 
точніше, автокореляційну послідовність 

{ } ...,,1,0,,)( ±== + mxxMmB mnn                  (3.142) 
де M  – операція усереднення за множиною реалізацій та нульовим мате-
матичним сподіванням. Енергетичний спектр (спектр густини потужності) 
розглядуваної випадкової залежності дорівнює 

∑
∞

−∞=

ω−ω π<ω≤π−= 
m

mii emBP ,)()(e .                  (3.143) 

Відповідно до відомих співвідношень для перетворення енергетич-
ного спектра лінійною системою та формулою (1.139), спектр густини по-
тужності випадкової послідовності 

2
)(e)(e)(e ωωω σ= iii PQ ,                           (3.144) 

де 
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kii Hkhkhku )(e1e)(1e)()()(e ,   (3.145) 

Ω≤ω≤Ω−  
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Причому, як відомо, спектр відліків імпульсної реакції 

( ) ( )∑
∞

−∞=
Ω

ω
Ω π−ω=

p

i pHH 2e .                        (3.146) 

Оскільки дисперсію випадкової послідовності можна знайти ділен-
ням на 2π її енергетичного спектра, дисперсія міжсимвольної завади, що 
нас цікавить, обчислюється за допомогою наступного співвідношення, що 
випливає з рівностей (3.143) та (3.145): 
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Оскільки, за припущенням HΩ(ω) = 0 при Ω>ω  на величину інтегра-
ла в останньому виразі впливає лише один доданок нескінченної суми (при 

0=p ). У зв'язку з чим величину (3.147) можна перетворити до вигляду 

[ ] ωω−
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=σ Ω

π
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ω∫ dHP i
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22 )(1)(e
2
1                      (3.148) 

З урахуванням парності підінтегрального виразу з формули (3.148) та 
смугової обмеженості HΩ(ω), можемо записати остаточно 

[ ] ω
π
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z )(e1)(1)(e1 22 .        (3.149) 

Оцінимо значення 2
zσ  для випадку передавання так званого випадко-

вого телеграфного сигналу, який набуває з однаковою ймовірністю два 
можливих значення (+1) та (–1) і має функцію автокореляції 

∞<τ<∞−=τ τλ− ,e)( 2B ,                          (3.150) 

де 0λ  – середнє число перетинів нульового рівня за одиницю часу. 
Енергетичний спектр 
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Оскільки кореляційна послідовність відліків випадкового телеграф-
ного сигналу має вигляд ...,,1,0,e)( 2 ±== ωλ− mmB  а її дискретне перетво-
рення Фур'є (спектр густини потужності) 
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то можна показати, що  
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При розрахунках за формулою (3.153) з'являється похибка через   
скінченні значення членів суми, яку визначають за виразом 
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  (3.154) 

Амплітуда міжсимвольної завади визначається 
2

мз zu σ= .                                      (3.155) 

Величина µ=Ω
π  показує, у скільки разів швидкість передавання 

посилок більша за найквістову граничну швидкість для даного каналу. 
Абсолютне значення похибки для дисперсії, яку визначають за вира-

зом (3.155), становить 5 ... 10%. 
Результати розрахунків 2σ  та мзu  при 4,0=λ  за формулами (3.139) 

та (3.141) наведено нижче: 
    m 1,1 1,2 1,4 1,6, 
    s2 0,04 0,1 0,18 0,42, 
    uмс 0,2 0,32 0,42 0,64. 
Якщо для розглядуваного каналу зв'язку відношення сигнал/завада 

має певне значення 
з

с
u

uh = , то з 

урахуванням міжсимвольної ін-
терференції, викликаної позанай-
квістовою швидкістю передаван-
ня, зменшенням сигналу в µ  ра-
зів, відношення сигнал/завада 

)( 2
мз

2
з

c*

uu
uh

+µ
= .     (3.156) 

Як бачимо, відношення си-
гнал/шум в каналі зменшується 
через з'явлену міжсимвольну ін-
терференцію. Це зменшення ілю-
струється графіком h* = f(h) для 
різних µ (див. рис. 3.24). 

Наслідком зниження вели-
чини відношення сигнал/шум є зменшення завадостійкості переданої інфо-
рмації. На графіках рис. 3.25 показано залежність ймовірності помилково-
го приймання елемента ep , визначену для двійкової системи передавання з 
ЧМ за когерентного приймання відповідно до виразу 
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Рисунок 3.24 – Вплив флуктуаційного  
шуму на момент спрацьовування  

безінерційного реле 
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⎣ ⎦)(Ф1 *
e hp −= ,               (3.157) 

де Ф(h*) – функція Крампа. На рис. 3.25 показана залежність ймовірності 
помилки елемента за рахунок його скорочення в µ разів, а на рис. 3.26 – з 
урахуванням міжсимвольних спотворень при зростанні µ [12]. 

Передаванню зі швидкістю, яка дорівнює граничній швидкості Най-
квіста, відповідає лінія )1(( пп =µ= pfp . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Залежності )( eп pfp =µ  для 6,1;4,1;2,1;1,1=µ  лежать вище за пряму 

eп pp =µ , що саме й свідчить про зменшення завадостійкості. Слід підкре-
слити, що втрати завадостійкості тим більші, чим вище µ. 

З іншого боку, збільшення швидкості передавання утворює можли-
вість сформувати на тому самому часовому інтервалі, що й раніше, більшу 
кількість реалізацій, тобто утворити можливості для збільшення пропуск-
ної здатності каналу: 

[ ])1(log)1(log1 п2пп2п ppppC −−++µ= .          (3.158) 
 

На рис. 3.27 наведено залежності )(µ= fC  для значень h = 2; 3; 4; 5. 
Таким чином, показано, що зменшення тривалості елементарних сигналів 
за розрядно-цифрового кодування по відношенню до найквістового елеме-
нта в µ разів приводить до збільшення пропускної здатності каналу зв'язку,  
з одного боку, і до зменшення завадостійкості – з іншого боку. В зв'язку з 
цим доцільно дослідити можливості використання зекономленого за час 
передавання однієї кодової комбінації розрядно-цифрового коду часового 
інтервалу для введення надлишковості з метою підвищення завадостійкос-
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Рисунок 3.25 – Графік залежності  
ймовірності помилкового  
приймання елемента 

Рисунок 3.26 – Графік залежності  
ймовірності помилки елемента 
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ті. Наприклад, при 2,1=µ  на інтервалі 0c 10tT =  довжина нової кодової 
комбінації становитиме 12)( =µn  елементів, τ1 = τ0/µ, при цьому до 10 ви-
користаних раніше інформаційних розрядів додаються r = 2 надлишкових. 
Знаючи величину n(µ) та r, можна знайти мінімальну кодову відстань dмін, 
що визначає коректуючі здатності коду. 

У табл. 3.9 подано значення параметрів n(µ), r, dмін та tв надлишкових 
кодів для різних значень µ [37]. 

 
Таблиця 3.9 – Значення параметрів надлишкових кодів для різних значень µ 

 

µ 
Параметри 

1,1 1,2 1,4 1,6 
n(µ) 11 12 14 16 

r 1 2 4 6 
dмін 2 2 3 4 
tв 1 1 2 3 

 
Як відомо, ефективність надлишкового коду можна оцінити за допо-

могою ефективної ймовірності помилкового приймання елемента 

)(
п'

п µ= µ
µ n

pp , де µпp  – ймовірність помилкового приймання кодової ком-

бінації коду, який використовує елементарний сигнал µ
τ=τ 0

1 . Для кодів, 

що виявляють помилки, 

,)1( )(
пп

)(

)(п
min

ini
n

di

i
n ppCp −µ

µµ

µ

=
µµ −= ∑                   (3.159) 

а для кодів, що виправляють помилки кратності tвп, 
ini

n

ti

i
n ppCp

u

−µ
µ

µ

+=
µµ −= ∑ )(

пп

)(

1
)(п )1( .                   (3.160) 

На рис. 3.28 показана залежність швидкості передавання kR  від µ з 
урахуванням числа надлишкових елементів згідно з табл. 3.9. 

Як бачимо, застосування кодів, що виправляють помилки за рахунок 
найквістової швидкості модуляції, зменшує ймовірність помилкового при-
ймання елемента, але не компенсує втрату завадостійкості повністю.  
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Таким чином, застосування понаднайквістової швидкості модуляції з 
метою збільшення швидкості передавання не дає бажаного ефекту завдяки 
виникненню додаткової завади у вигляді міжсимвольної інтерференції. 

 
3.2.8. Ефективність використання ТСК для трансформації якості  

у швидкість передавання 
 
Для оцінки ефективності використання таймерних сигналів для 

трансформації якості приймання у швидкість передавання інформації 
знайдемо зону ∆ , яку необхідно забезпечити при синтезі ТСК для отри-
мання ймовірності помилкового приймання птP  більше ніж при викорис-
танні надлишкової швидкості модуляції нP  ( нт PP < ). 

Приклад 11. Вважаючи, що в каналі зв’язку з ЧМ, як і в попередньо-

му прикладі , існує гауссівський шум із параметром 8
з

с ==
u
uh . При збіль-

шенні швидкості модуляції на 25 % (при базі сигналу 10 =∆= FtB ) за ра-
хунок додаткових міжсимвольних завад нове співвідношення значення 

3* =h  (див. рис. 3.24). Оцінимо величину втрат якості передавання. 
Зважаючи на те, що інтеграл імовірності апроксимують з похибкою 
02,0<δ  виразом  

[ ]2)75,0(44,0exp65,05,0)(Ф +−−= zz          (3.161) 

1     1,1     1,2    1,3      1,4      1,5    1,6 µ  

C  
1,4 
 
 

1,2 
 
 
1,0 
 
 
0,8 
 
 
0,6 
 
 
0,4 
 
 
0,2 

5=h  
4 
3 
2 

Рисунок 3.27 – Залежності С = f (µ) 

1      1,1    1,2     1,3      1,4     1,5      1,6 µ  

kR  

1,0 
 
 
0,8 
 
 
 
0,6 
 
 
 
0,4 
 
 
 
0,2 

5=h  

Рисунок 3.28 – Графіки залежностей 
)(µ= fRk  
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для ймовірності помилкового приймання одного елемента при РЦК маємо 
[ ]2

e )75,0(44,0exp65,0 +−= zP .      (3.162) 

Для 7=h  отримаємо 12
e 10−=P , а для 3* =h  за наднайквістової 

швидкості 3
eн 104,1 −⋅=P  (де eP  і eнP  – ймовірності помилки при найквіс-

тової і наднайквістової швидкості відповідно). 
Зважаючи на те, що за нормального закону зміщення ЗМВ імовір-

ність помилкового приймання одного внаслідок відхилення його за вели-
чину 2

∆  ( 2
∆>Θ ) не повинна перевищувати eнP  отримаємо 

∫
∆

σ
−

σπ
=∆

≤∆−=∆>Θ

2

0

2

3

eн

.e
2
1)2(Ф

,)2(Ф5,02)(

3 dz

PP

z     (3.163) 

У зв’язку з тим, що в каналі з ЧМ h4
1

3 =σ , то є можливість оцінити 
величину зони ∆ . Враховуючи вирази (3.163) легко показати, що для кана-

лу з 8=h  %125,3
84

1
3 =

⋅
=σ  для отримання нерівності 

3
ен 104,1)2( −⋅≈≤∆ РР  достатньо вибрати зону 02,0 t=∆  ( 5=s ), яка забез-

печить імовірність помилкового приймання одного ЗМВ – 3)1(
зм 1045,1 −⋅=P . 

У табл. 3.10 наведено число реалізацій  таймерних сигнальних конс-
трукцій та середнє значення числа ЗМВ за різних значень )30...1(∈s  для 
двох значень довжини конструкції ctT 8c = ; 0c 10tT = . 

 
Таблиця 3.10 – Кількість реалізацій ТСК для 8,10m∈  при )30...1(∈s  
 

s  
m  

1 2 3 4 5 10 15 20 25 30 

255 1596 5895 16492 38739 735450 4952841 20628612 64825462 1,69·108 8 
4,02 4,3 4,5 4,67 4,76 5,11 5,3 5,49 5,52 5,596 
1023 10945 58424 217224 644760 27042520 3,02·108 1,83·109 7,787·109 2,6·1010 10 
5 5,4 5,67 5,85 6 6,44 6,68 6,83 6,96 7,05 
 
Із таблиці видно, що при передаванні байта ( 8=m ) при 5=s  можна 

реалізувати 38739 сигнальних конструкцій, які відповідають 15-
елементним бінарним кодовим словам 15)38739(log2 =−E . 

У зв’язку з тим, що за наднайквістової швидкості з коефіцієнтом 1,25 
на інтервалі ( 0c 8 tT = ) можна сформулювати всього ( 25,18× ) = 12-
елементні кодові слова, а при ТСК – 15-елементні, тоді формування ТСК 
більш ефективне за критерієм швидкості передавання. 
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Приклад 12. Для розрахування параметрів таймерного коду порівня-
ємо ймовірності вірного приймання кодових слів за наднайквістової швид-
кості передавання і ТСК. 

Вважаючи, що суми гауссівської завади та міжсимвольних спотво-
рень описується нормальним законом, імовірність вірного приймання при 
передаванні з наднайквістовою швидкістю буде 

982,0)9985,0()1( 12
енвн

*

==−= nРP , 

де *n  – число елементів у кодовім слові на інтервалі байта за наднайквіс-
тової швидкості. 

При ТСК інформація міститься в числі ЗММ кодової конструкції та 
місцях їх розміщення. Тому що середнє число ЗММ на інтервалі cc 8 tT =  
при 5=s  дорівнює 76,4=i , то  

993,01045,11)1( 376,4
змвт =⋅−=−= −РP . 

Порівнюючи внP  і втР  бачимо, що при ТСК не тільки швидкість пе-

редавання більше в 1,25 разів ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
12
15 , а й імовірність вірного приймання. 

Приклад 13. Порівняємо характеристики передавання для цього ж 
каналу за наднайквістової швидкості передавання сигналів ТСК для 

)4(25,0 0 ==∆ st . 
Згідно з табл. 3.10 видно, що число реалізацій при 4=s  і 8=m , 
16492p =N , що відповідає 14-елементному кодовому слову 

( 1416492log2 = ). 
Ймовірність зміщення одного ЗМВ ( )1(

змР ) за величину зони 

025,0 t>Θ  

( )[ ] 4)1(
зм 106,1787,3Ф5,02

342
25Ф5,02 −⋅=−=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅
−=P . 

Ймовірність вірного приймання ТСК буде дорівнювати 
9992,0)99984,0()99984,0( 67,4

вт === τP . 
Із результатів розрахунків видно, що зменшення швидкості переда-

вання при ТСК ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
14
15  на 7% на передавання суттєво збільшує функцію пра-

вдоподібності приймання конструкцій. 
Розглянемо ефективність використання ТСК в реальних каналах. З 

метою оцінки параметрів реальних нестаціонарних каналів зв’язку оцінимо 
результати експерименту, наведені в прикладі 14. 
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Приклад 14. Як реальний канал при експерименті використовувався 
канал комутованої телефонної мережі загального користування. На прийо-
мі фіксувалася кількість переданих конструкцій, кількість вірно прийнятих 
конструкцій, кількість конструкцій зі зміною числа ЗМВ, кількість кодових 
слів зі зміщенням окремих ЗМВ і величиною змін, номери помилкових ко-
дових слів і довжини окремих відрізків сигналу, якість приймання десяти 
кодових слів після помилкового слова, інтервал між спотвореними ТСК. 

Передача даних проводилася зі швидкістю модуляції 1000=B  Бод 
при смузі пропускання 1300=∆F  Гц (величина F∆  більше швидкості мо-
дуляції на 30% з урахуванням нелінійності АЧХ і ФЧХ). З метою перевір-
ки ефективності виправлення частини помилок синдромним методом для 
ТСК і надлишковим РЦК, була реалізована система з базовим елементом 

014,0 t=∆  ( 7=s ) на інтервалі одного байта 0c 8 tT = . При синтезі сигналь-
них конструкцій як вагові коефіцієнти вибрані:  

27;9;3;1 0321 ==== AAAA . 
Статистичні дані одного фрагмента передавання такі: 
1) число переданих кодових слів ТСК – 73676; 
2) число помилкових кодових слів ТСК при прийманні 834; 
3) число вірно виправлених помилкових ТСК синдромним методом 

– 731 (всі зі зміщенням одного ЗМВ); 
4) число невірно виправлених кодових слів ТСК синдромним мето-

дом – 103. 
Слід зауважити, що при реєстрації були зафіксовані сигнали всіх 834 

кодових конструкцій з частотою аналізу – 7 строб на один елемент ∆ . 
Для можливості використання рівняння якості ∑ = )mod(0 0AxA ii  з 

наведеними коефіцієнтами (за умови передавання одного байта 8=m ) не-
обхідно було реалізувати 6912272 =⋅m  сигнальних конструкцій. В зв’язку 

з тим, що на інтервалі 0c 8 tT =  при 7=s , 3=i  можливо отримати 8436 
кодових слів, що на 1529 більше необхідного, то для отримання 2728 ⋅  

конструкцій достатньо було взяти 7,7c =T  елементів. 
Структура помилкових ТСК наведена нижче. 
Кодові слова з помилкою в прийманні одного ЗМВ: 
 

.2721832100

018232100

448332100

=∆=

=∆=

=∆=

x

x

x

 

 
Кодові слова з помилкою в прийманні двох ЗМВ: 
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.271051610732132100

0212210232132100

759376923213210

∗=∗∆=

∗=∗∆=

∗=∗∆=

x

x

xx

 

Кодові слова з помилкою в прийманні трьох ЗМВ: 
624987425844321321321 ∗∗=∗∗∆=xxx , 

де x  – означає місце помилки; ∆  – число ЗМВ, які змістились на відпові-
дну величину; z  – кількість помилок. 

Вважаючи, що отримані помилкові кодові слова зі зміщенням одного 
ЗМВ на величину ∆1  (кількістю 731) отримані за «хорошого» стану кана-
лу, то легко визначити середнє значення квадратичного відхилення σ  змі-
щень ЗМВ 

4976,0
2
14Ф,104,2

736764
731

2
Ф5,02

з

3

з

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

σ
⋅=

⋅
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

σ
∆

− − , 

0237,0,95,2
2

14,0
з

з

=σ=
σ

. 

Враховуючи, що реєстрація з кожної зони ∆  проводилась методом 
відрахунку по відношенню до початку ТСК, то  

017,0
2
з

0 =
σ

=σ . 

Зважаючи на те, що для каналу з ЧМ h4
1

з =σ , то співвідношення 
сигнал/завада (h ) в «хорошому» стані буде дорівнювати  

,7,14
017,04

1
=

⋅
=h тобто 1002 >h , 

що відповідає моделі Гільберта каналу з двома станами. 
За такого значення 0σ  ймовірність зміщення ЗМВ на величину 
∆≥Θ 2  повинна бути 

8105,1Ф5,02)5,1( −<⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

σ
∆

−=∆≥ΘP . 

Проведена реєстрація всіх спотворених ТСК дала можливість вияви-
ти розміщення помилкових кодових слів у блоці з 10 ТСК: помилкове одне 
кодове слово із 10 – 83%; помилкових кодових слів два підряд – 13%; по-
милкових два кодових слова із 10, але через одне – 4%. Аналіз отриманої 
статистики дозволяє розрахувати середню тривалість інтервалу між по-
милковими кодовими словами 1700l =  мс. Виходячи з інтервалу між поми-
лковими словами було визначено алгоритм повторення одного і того ж са-
мого слова. Мінімальну ймовірність помилки можливо отримати при      
повторенні через два слова. У цьому випадку вимагається тільки виявляти 
помилки ТСК, що дозволяє збільшити швидкість передавання. 
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Аналіз 103 невірно виправлених кодових слів показав, що після син-
дромного виправлення всі кодові слова задовольняли рівнянню якості, але 
не відповідали переданим кодовим словам. Для прикладу, наведемо одне з 
кодових слів, в якому моменти модуляції передавання знаходилось на від-
станях – ∆∆∆ 21,23,12 , а на прийманні отримана конструкція з моментами 
модуляції ∆∆∆ 14,8,12 . Пов’язане це з тим, що два вектори помилок, один 
з яких 1E  табличний і має координати не більше одиниці, а другий 2E , 
який в сумі з 1E  дає нульовий вектор 0E , мають одне і те ж саме числове 
надання синдромів: 

.0;1;3,

,1;3;0,

02210

01021

∓

∓

±==−

±==+

EEEE

EEEE
 

Оцінимо ефективність використання ТСК для компенсації надлиш-
ковості в блокових кодах. 

Приклад 15. Оцінимо структуру таймерної сигнальної конструкції 
при використанні коду Слепяна (9,5) в каналі Гільберта. 

Нагадаємо, що код Слепяна (9,5) синтезовано на інтервалі 9=n  для 
5=m  при 3=d . Код дозволяє виправляти одноразові помилки. На жаль на 

один інформаційний елемент припадає 0,8 елементів перевірочних, що 
суттєво знижує кодову швидкість передавання. 

Для оцінки ефективності компенсації надлишковості коду при пере-
даванні ТСК, будемо вважати що 02,0 t=∆  ( 5=s ). Вважатимемо, що вели-
чина середньоквадратичного відхилення ЗМВ розрахована раніше 

02,0017,00 <=σ . Тому що для виправлення двократних помилок кодова 
відстань повинна дорівнювати 5=d , а число перевірочних елементів 8, то 
для синтезу 132  реалізацій ТСК можна взяти всі сигнальні конструкції на 

інтервалі 0c 7,6 tT =  при )9494(6...1 p =∈ ΣNi  (див. табл. 3.5).  

Знаючи значення 0σ  і ∆  розрахуємо ймовірність помилкового при-
ймання одного ЗМВ ппP  для «хорошого» стану каналу  

7)1(
пп 108,5

02,02
20Ф5,02 −⋅=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅
−⋅=Р . 

Отже ймовірність вірного приймання одного )1(
впР  ЗМВ у сигнальній 

конструкції ТСК при «хорошому» стані 99999942,01 пп
)1(

вп =−= РP . 
Оскільки використовуються сигнальні конструкції з різним числом 

ЗММ )6...1(∈i , то середнє значення ∑
∑=

=
−−

−−⋅
=

m

i
m

i

i
SimS

i
SimS

C

Ci
i

1

1
)1(

)1(  і становить 
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4 (8 4=i ), тоді ймовірність вірного приймання конструкції: 
9999976,0)99999942,0( 4

вп ==P . 
Зважаючи на те, що сигнальна конструкція ТСК несе інформацію 

про 13-елементні комбінації РЦК, то ймовірність вірного приймання одно-
го елемента після перекодування ТСК в РЦК (у «хорошому» стані каналу) 
буде 

999999875,013
впвпе == РP . 

Ймовірність помилкового приймання елемента в «хорошому» стані 
після перекодування ТСК в РЦК буде 7*

e 102 −⋅=P . 
Враховуючи те, що ця ймовірність більш ніж на чотири порядки ме-

нше ймовірності помилкового приймання елемента за розрядно-цифрового 
кодування ( 3

ре 10)3,2...8,1( −⋅≈P ), слід припустити, що сумарна ймовір-
ність після перетворення ТСК в РЦК буде менша. Викликано це тим, що 
конструкції ТСК формуються на інтервалі 0c 7,6 tT =  замість 13-

елементних при РЦК ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ == 515,0

13
7,6k . Отже, ймовірність «поганого» ста-

ну каналу на інтервалі одного ТСК в 2 рази менше порівняно з РЦК. За на-
явності кодового перемежувача помилки на виході будуть практично неза-
лежними. 

Враховуючи те, що 13-елементний код виправляє помилки кратності 
2 – загальна ймовірність правильного приймання комбінації дорівнює сумі 
ймовірностей того, що всі тринадцять елементів прийнято вірно або що з 
тринадцяти елементів невірно прийнято не більше двох елементів: 

.9999996,010)999999875,0(78

001,0)999999875,0(13)999999875,0(
611

1213
пр

=⋅⋅+

+⋅⋅+=
−

P
 

Для порівняння з ймовірністю вірного приймання первинного коду 
розрахуємо значення еквівалентної ймовірності реP  вірного приймання, 
при РЦК враховуючи, що інформаційних елементів в початковому кодо-
вому слові 5=m : 

9999999,09999996,05
ре ==P , 

7
певе 101 −=−= PP . 

Таким чином, результати розрахунку підтверджують, що за рахунок 
використання ТСК можна проводити компенсацію надлишковості  
13-елементного коду з 5=d , побудованої на базі коду Слепяна (9,5), зни-
зити ймовірність помилкового приймання на чотири порядки і підвищити 
кодову швидкість майже вдвічі (з 5/13 до 5/6,7). 
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Приклад 16. Отримані в прикладі 14 параметри спотворень таймер-
них сигналів дають можливість оцінити доцільність перетворення якості 
передавання в швидкість у каналі моделі Гільберта. Зрозуміло, що коли 
мова йде тільки про швидкість передавання в нестаціонарному каналі, то 
мається на увазі, що середня ймовірність помилкового приймання кодово-
го слова буде не більше ніж при РЦК. Тому що швидкість передавання ви-
значається кількістю реалізацій на інтервалі cT , задовольняючих умовам 
якості, то доцільно використовувати КС без виправлення зміщень ЗМВ, 
тому що вибір виправляючих зміщення ЗМВ суттєво впливає на їх кіль-
кість на заданому інтервалі реалізацій. 

Слід зауважити, що при проведенні експерименту до початку пере-
давання ТСК по даному каналу з метою оцінки появи помилок відповідної 
кратності при РЦК, була організована передача 8-елементних кодових слів 
з розрядно-цифровим кодуванням. 

Результати вимірювання наведені в табл. 3.11. 
 

Таблиця 3.11 – Розподілення помилок кратності kt  
 

Питома вага помилок кратності ),1(пр nP ≥
1 2 3 4 5 6 7 8 

3103,2 −⋅  0,58 0,32 0,06 0,02 0,015 0,002 0,0015 0,0005 

 
Ймовірність помилки при ТСК (при вилученні виправлених кодових 

слів) дорівнює 3
пт 1049,1

73676
103 −⋅==P . Як бачимо, прP  незначно відрізня-

ються від птP . Важливо відзначити, що ця ймовірність не може бути біль-
шою по відношенню до прP , тому що частина зосереджених завад (перери-
вань сигналу) не привела до помилок при реєстрації в середині помилки. 

Зрозуміло, що при використанні алгоритму приймання без виправ-
лення число помилкових КС буде (731+103) дорівнювати 834 при тому ж 
самому числі переданих. 

Загальна ймовірність помилкового приймання стану таймерних 

конструкцій 2
пт 101,1

73676
834 −⋅==P  (див. приклад 14). 

Для зменшення значення птP  збільшимо зону ∆  до значення 
)5(2,0 0 ==∆ st . 

За такого значення s  на інтервалі 0c 8 tT =  можна реалізувати 
38739p =N  кодових слів. Тому що ⎣ ⎦ 1538739log2 = , то швидкість переда-

вання збільшується в 875,1
8

15
==K  разів. 
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Порівняємо ймовірність вірного приймання втP  на інтервалі «хоро-
шого» стану каналу для одного ЗМВ при 7=s  і трьох ЗМВ в кодовім сло-
ві, як було в експерименті і 5=s  при використанні ТСК з 8...1∈i : 

– )142,0(7 0ts =∆=  

999534,0)5,3Ф(2
22

14Ф2(1)
вт ==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅
=P , 

а для трьох інформаційних ЗМВ 
9996,0)999534,0()7( 3

вт ===sP , 

– 1,4);2,0(5 0 ==∆= its  

),5(9999994,0)5(Ф2
22

20Ф2)1(
вт ===⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅
= sP  

а для i  ЗМВ  
9999976,0)9999994,0( =i . 

Така суттєва зміна ймовірності вірного приймання на інтервалі «хо-
рошого» стану каналу при переході від ТСК ( 7=s ) до ТСК ( 5=s ) практи-
чно не впливає на середню ймовірність помилкового приймання сигналь-
ної конструкції (тому що ймовірність появи зосередженої завади 3103,2 −⋅ , 
табл. 3.11). 

Пояснюється це тим, що середнє значення інтервалу між «поганими» 
станами каналу залишається незмінними і середня ймовірність помилково-
го приймання може збільшитись тільки в 0K  число разів, яке визначається 
відношенням довжин ТСК і РЦК. 

Враховуючи наведене при переході від РЦК до ТСК в реальних кана-
лах не можливо суттєво зменшити ймовірність помилкового приймання   си-
гнальної конструкції, а можливо збільшити тільки швидкість передавання.  

Враховуючи, що при проведенні експерименту з визначення якості 
передавання сигнальних конструкцій ТСК (приклад 14) були зареєстровані 
всі помилкові кодові слова, то є можливість провести аналіз інших алго-
ритмів використання ТСК, що забезпечують підвищення якості приймання. 

Приклад 17. Розглянемо ефективність використання ТСК при мат-
ричному декореляторі помилок. 

У зв’язку з тим, що при проведенні експерименту після кожного по-
милкового КС ТСК записували 10 наступних кодових слів, це дозволяє 
зробити аналіз ефективності блокового декорелятора ємністю 10 слів. 
Структура зафіксованих спотворених блоків із 10 кодових слів наступна: 

– одне спотворене кодове слово ТСК на 10 КС в блоці – 83%; 
– два кодових слова спотворених підряд – 13%; 
– два кодових слова спотворених через одне вірно прийняте – 3,5%; 
– три спотворених кодових слова в блоці з 10 кодових слів 0,5%. 
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Середня тривалість інтервалу між помилковими кодовими словами 
1700 мс (183 кодових слова). 

Аналіз 103 кодових слів, які були невірно прийняті, після синдром-
ного виправлення показав, що всі виправлення задовольняли умові якості, 
але були декодовані в друге дозволене кодове слово РЦК. 

Невірно декодовані кодові слова можна поділити на п’ять груп. 
I. Кодові слова зі зміною тривалості одного інформаційного відрізку 

сигналів за рахунок іншого на величину ∆≥Θ 2 . 
II. Кодові слова, в яких було одне дроблення на інтервалі cT . 
III. Кодові слова з наявністю дроблень, або декількох дроблень на ін-

тервалах двох інформаційних відрізків. 
IV. Кодові слова з дробленням і зсуванням мінімум одного ЗМВ на 

величину ∆>Θ
2
1 . 

V. Пари підряд переданих кодових слів, в яких спотворені останні ін-
формаційні відрізки однієї кодової конструкції і перші відрізки наступної. 

У табл. 3.12 наведені приклади переданих і прийнятих кодових слів 
ТСК, що відносяться до окремих груп і їх відповідності після декодера 
ТСК-РЦК. 

 
Таблиця 3.12 – Приклади переданих до помилково прийнятих ТСК, таких,  

що відносяться до окремих груп 
 

Кодові слова ТСК Кодові конструкції РЦК №
 
 

Слова 
 
 

передавання приймання∗ переда-
вання 

приймання 
пn  

1 14892 12; 23; 21; 8 121; 229; 227; 63 01101010 01111110 3 
2 59810 12; 29; 13; 10 118; 147; 75; 67; 130; 101 01101011 01011000 4 
3 96440 12; 20; 19; 13 119; 103; 80; 20; 97; 46; 77; 128 01100001 00010010 5 
4 15250 9; 18; 17; 20 123; 51; 16; 77; 178; 199 00100000 01010101 4 
5 68798 15; 7; 8; 34 149; 70; 79; 55; 187 01100001 01100011 1 
5 68 7 94 9; 18; 17; 20 82; 40; 181; 179; 202 00100000 10111001 4 
* на прийманні кожний елемент ∆  стробувався в 10 точках. 

 
З аналізу спотворених кодових слів можна зробити наступні висновки: 
– при дії імпульсних завад або переривань сигналу на інтервалі кодо-

вої конструкції спотворюються відповідні інформаційні відрізки при не-
значному відхиленні тривалості ( )[ ]%5,1...5,0  інших сигнальних відрізків 
кодового слова; 

– з метою зменшення ймовірності спотворення відрізків на величину 
∆>Θ 5,0  відлік їх тривалості слід проводити по відношенню до початку сиг-

нальної конструкції, а не вимірювати абсолютні значення тривалості окремих 
відрізків (оскільки зсув першого переходу вліво на певну величину зменшує 
довжину першого і збільшує довжину наступного другого відрізку); 
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– внаслідок невідповідності числа інформаційних відрізків ТСК і 
елементності РЦК відбувається множення (групування) помилок при пере-
кодуванні ТСК → РЦК. 

Відомо, що для боротьби з групуванням помилок, яке зменшує ефе-
ктивність використання надлишковості коду, використовують декореля-
тори помилок, які реалізують рознесення в часі суміжних елементів з від-
новленням їх місця після приймання. Через те що ефективність викорис-
тання блокового коду оцінюється відношенням імовірності помилкового 
приймання кодового слова без виправлення до ймовірності помилкового 

приймання після виправлення 
∑ −−

≥
= inii

n PPe
nPh

)1(
),1(

ee

, то за допомогою 

рис. 2.23 можна оцінити вплив декореляції на ефективність коду в теле-
фонному каналі.  

З урахуванням викладеної характеристики спотворень таймерних си-
гнальних конструкцій в реальному каналі і впливу декореляції на ефектив-
ність блокових кодів можна сформулювати вимоги до таймерної сигналь-
ної конструкції й алгоритму передавання в канал, послідовності перетво-
рення отриманої ТСК в РЦК на прийомі: 

1. Сигнальна конструкція ТСК повинна забезпечувати виявлення по-
милок на прийомі не всього n -елементного надлишкового коду, а нести 
інформацію відносно частини елементів кодового слова, що зменшить 
множення помилок. Наприклад, для 9-елементного коду Слепяна можливо 
однією конструкцією ТСК передавати одну із 512 комбінацій, а можливо 
на інтервалі 0c 9 tT =  реалізувати трьома послідовно розміщеними конс-
трукціями ТСК, які дозволять передати ті ж 512 символів (в кожній конс-
трукції по 3 біти, загальне число кодових зN  слів 

5122222 9333
з ==⋅⋅=N ). 

Надалі сигнальні конструкції, що несуть інформацію про частину 
двійкових одиниць, називатимемо «малими» (ТСКм), а складену загальну 
сигнальну конструкцію назвемо «великими» (ТСКв). 

2. Поставимо умову до ТСКм, а саме, що вона повинна передавати 
інформацію не тільки про три двійкові одиниці, але і створювати умови 
оцінки якості їх приймання. Цю процедуру можна забезпечити за рахунок 
збільшення мірності простору розв’язань (квантування прийманого сигна-
лу) при декодуванні малої сигнальної конструкції ТСКм. 

3. З метою зменшення впливу множення помилок за рахунок кодопе-
ретворення на прийомі ТСКм–РЦК доцільно ввести матричне перемежу-
вання символів кодових слів. 

На рис. 3.29, а наведена «велика» таймерна конструкція, синтезована 
з трьома ЗММ на інтервалі 0c 5,7 tT =  при 10=s , а на рис. 3.29, б, в у збі-
льшеному вигляді подано «малу» сигнальну конструкцію ТСКм-1. 
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На рис. 3.29, в незаштрихованими показані зони, в яких можуть роз-

міщуватись ЗМВ за синхронного приймання і відсутності спотворень. 
З рисунка виходить, що при прийманні ТСКм повинні виконуватися 

умови: 
а) наявність тільки одного ЗММ відповідного вигляду (або 0→1 або 

1→0); 
б) ЗМВ не можуть знаходиться в заштрихованих зонах. 
Розрахунки показують, що за умови реєстрації тільки в заштрихова-

них зонах при 10=s  ймовірність помилкового приймання буде не біль-
шою, ніж при 7=S  з реєстрацією в кожній зоні. Поява ЗМВ в заштрихо-
ваних зонах дає можливість зафіксувати ненадійне  приймання інформа-
ційного ЗМВ. Реєстрація ЗМВ в незаштрихованій зоні «не своїй» призво-
дить до невиявленої помилки. 

З метою зменшення множення помилок при переході від ТСКм до 
РЦК, що складається з трьох бітів, доцільно використати код Грея. В 
табл. 3.13 наведені номери кодових слів і їх подання в розрядно-
цифровому вигляді та коді Грея. 

 
Таблиця 3.13 – Код Грея 
 

0N  0 1 2 3 4 5 6 7 

Код РЦК 000 001 010 011 100 101 10 111 
Код Грея 000 001 011 010 10 111 101 100 

 
Відзначимо, що поява двох помилок в одному початковому кодовому 

слові (із записаних по горизонталі в матриці), можлива, коли дві конструк-
ції ТСК, передані підряд (вертикалі), були спотворені (ТСКві і ТСКв(і+1))) за 
рахунок невірного приймання однойменних блоків ТСКм. Результати обро-

ТСКм–1

ТСКм–1

 
0 

 

∆ 

ТСКм–2 

0

Тс = ТСКв = 7,5 t0 

0 
2S∆

2S∆

2S∆ 

   
1   2   3   4  5   6  7  8 t0 

ТСКм–1 ТСКм–2 ТСКм–3
 

 

 

1,5 t0

1 2 3 4 5 6 7 8

а) 
 
 
 
 
 
 
 
б) 
 
 
 
в) 

 
 

Рисунок 3.29 –Таймерна конструкція, синтезована з трьома ЗММ  
на інтервалі 0c 5,7 tT = при 10=S  
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бки даних статичних вимірювань, наведених вище, показують, що ймовір-
нісь появи двох підряд спотворених ТСК дорівнює (12:73676) 

4
1 106,1)TCK/TCK( −

+ ⋅=iip . При цьому спотворюється кінець однієї ТСКвi, 
і початок іншої ТСКв(i+1), що зменшує групування помилок в горизонталях. 
Спотворення однойменних двійкових цифр в трибітових словах після пе-
ретворення ТСКм–РЦК за умови збігу номерів ТСКм більш ніж на два по-
рядки менше ймовірностей спотворення однойменних ТСКм. 

Структура матричного пере-
межувача з використанням кодопе-
ретворювача РЦК–ТСК показана на 
рис. 3.30. 

Припустимо, що передаються 
дозволені 9-елементні комбінації 
коду Слепяна (9, 5). Кожен рядок 
матриці представляє 9 елементів 
надлишкового коду з 3=d  при 
п’яти інформаційних елементах. 

Дев’ять однойменних елемен-
тів дозволених кодових слів (верти-
калі матриці рис. 3.31) представля-
ють 9-розрядне двійкове число, яке 
передається трьома ТСКм: 1, 2, 3 
елементи відповідають ТСКм-1; 4, 5, 
6 – ТСКм-2; 7, 8, 9 – ТСКм-3. 

У табл. 3.14,а подані вектори 
помилок на виході кодоперетворювача ТСКв–РЦК. Номери кодових слів 
ТСК і їх параметри прийому взяті із зафіксованого фрагмента вимірювань 
при проведенні експерименту. 

 
Таблиця 3.14,а – Вектори помилок при декодуванні 
 

Спотворені елементи РЦК після  
кодоперетворювача ТСК–РЦК 

Номери елементів 

1  2  3  4  5  6 7 8 9  
№7 1 1 9 9 ( 1 )  1  0  0  0  0  1 1 1 0  
№7 1 2 0 1 ( 3 )  0  0  0  0  0  0 0 1 0  ТСКв–РЦК 
№7 1 2 0 3 ( 5 )  0  0  1  1  1  0 0 0 0  

 
У таблиці наведені слова для однієї з реалізацій коду на інтервалі 9-

таймерних сигнальних конструкцій, передаваних підряд після спотвореної 
(у десятці аналізованих виявилися три спотворені № 71199; 71201; 71203). 

З таблиці виходить, що після перетворення ТСКв в РЦК у векторах 
помилок є від однієї до чотирьох одиниць. 

Номери елементів у коді Слепяна 
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 Рисунок 3.30 – Структура матричного 
перемежувача з використанням 
кодоперетворювача РЦК-ТСК 
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У табл. 3.14,а для вказаних спотворених кодових слів РЦК (після ко-
доперетворювача ТСК–РЦК) вказані реальні в експерименті місця знахо-
дження моментів модуляції з ТСК на приймальній та передавальній сторо-
нах і відповідні двійкові кодові слова. 

 
Таблиця 3.14,б – Значення місць знаходження ЗММ і ЗМВ 
 

Передавання Приймання  
№ зп РЦК ТСК ТСК РЦК 
71199 011100100 12; 29; 13; 10 25; 16; 12; 10 111101010 
711201 011010110 12; 23; 21; 8 12; 24; 19; 9 011010100 
71203 001000000 10; 18; 17; 20 10; 16; 18; 20 000110000 

 
Із табл. 3.14,б випливає, що в наведених кодових словах ТСК зосере-

джена завада знаходилась в різних зонах «великої» таймерної конструкції: 
– 71199 – у першій зоні (збільшення першого відрізку 1cτ  з ∆12  до 

∆25 ) за рахунок чого зменшився другий; 
– 711209 – у третій зоні (зміщення на ∆2 ); 
– 711209 – у другій зоні. 
За такого розміщення спотворених ТСКм можливі спотворені слова 

коду Слепяна тільки з одним помилково прийнятим елементом, який буде 
виправлений кодом з 3=d  (передавання ТСК проходить по вертикальних 
бітах записаних в горизонталях 9-елементних кодових словах). 

Для появи двократної помилки необхідно: 
– щоб при передаванні різних ТСКв одного блоку були спотворені 

однойменні (за номером) ТСКм; 
– щоб у векторах помилок трибітових конструкцій ТСКм були «1» на 

одних і тих самих позиціях. 
 Як зазначалося вище ймовірність такої події на багато менше ймові-
рності появи двократної помилки при РЦК. 
 Враховуючи той факт, що площа заштрихованих зон (рис. 3.30, в) 
набагато більше ніж заштрихованих, з'являється можливість за появами 
ЗМВ в заштрихованих зонах прогнозувати ненадійні символи на прийомі 
та використовувати для підвищення якості приймання. 

Оцінимо ефективність використання ТСК у системах із зворотним 
зв’язком. 

Приклад 18. При виборі методу захисту у системах з ВЗЗ необхідно 
виходити з таких принципів: 

– у системах такого типу недоцільно використовувати декорелятор 
помилок (перемежування), оскільки повторення всього спотвореного блока 
на інтервалі перемежування суттєво впливає на швидкість передавання; 

– в зв’язку з тим, що доцільність зворотного зв’язку визначається 
можливістю дістати більшу швидкість передавання в нестаціонарних кана-
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лах порівняно з однобічними системами (при заданій якості), то порівнян-
ня необхідно проводити за цим критерієм; 

– при виборі параметрів ТСК слід пам’ятати, що ймовірність помил-
кового приймання кодового слова ТСК не може бути меншою ніж при РЦК 
( птпр РР ≤ ) для )РЦК()ТСК( сс ТТ = . 

Для виявлення спотворених ТСК на виході каналу необхідно форму-
вати КС, які задовольняють умові якості 

)mod(0 0332211 AxAxAxA =++ .   (3.164) 
Коефіцієнти iA  визначаються вимогою до якості приймання. Зна-

чення місць знаходження окремих ЗММ відраховуються у величинах ∆  
відносно вихідної (стартової) відлікової точки початку ТСК. 

Оскільки величина s  визначається значенням, що забезпечує макси-
мум швидкості передавання σ=∆ )5...5,4(0  для заданого каналу. 

Виникає питання вибору довжини кодового слова. Для цього розгля-
немо табл. 3.15. 

 

Таблиця 3.15 – До розрахунку максимальної швидкості передавання 
 

N  i  m  
s  5 6 7 8 9 10 

1 3 5 286 
1,631

816 
1,61

177 
11,54

3276 
1,45

5436 
1,37 

8436 
1,3 

2 3 7 680 
1,88

2020 
1,83

4495 
1,73

8436 
1,63

14190 
1,53 

22100 
1,44 

3 4 5 126 
1,39

1001 
1,66

3876 
1,7

10620 
1,67

23751 
1,61 

46376 
1,55 

4 4 7 330 
1,67

3060 
1,675

12650 
1,94

35960 
1,89

72251 
1,81 

168185 
1,73 

 

У кожній клітинці таблиці наведене число реалізацій ТСК із задани-
ми параметрами і максимальна кількість інформації, яку можна «упакува-
ти» в середньому на один найквістовий елемент кодової конструкції 

m
N

I p2
макс

log
= . 

Із таблиці слідує, що для кожної довжини кодового слова існує зна-
чення максi  за якого число реалізацій максимальне. 

Наведені дані показують, що при 7=s  краще використати ТСК з чо-
тирма ЗММ при довжині ТСК 07 tTk = . Взагалі значення S  необхідно ви-
бирати в залежності від значення середньоквадратичного відхилення в 
«хорошому» стані. 

Нагадаємо, що у системах з вирішальним зворотним зв’язком ефек-
тивна швидкість передавання вR  визначається двома коефіцієнтами 

nкR γ⋅γ=в , 
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де kγ  – кодова швидкість, яка дорівнює відношенню числа інформаційних 
елементів в кодовім слові (m ) до загального числа елементів (n ), 
( rmn += ); nγ  – коефіцієнт затрат на повторення кожного спотвореного 
кодового слова, який визначається числом кодових слів, які необхідно по-
вторно передати згідно з алгоритмом роботи системи. 

пп

п

1
1

MPP
P

n +−
−

=γ      (3.165) 

де пP  – імовірність повторення кодового слова, яка визначається як імові-
рність виявлення помилки в кодовім слові. 

Розглянемо ймовірнісні характеристики роботи системи з ВЗЗ. 
У табл. 3.16 наведені результати передавання інформації в системі з 

ВЗЗ для трирозрядно-цифрових кодів ( 63;31;15=n ) для каналів:  
1. Телефонного з .545,0;107 4

e =α⋅= −P  

2. Радіотелеграфного з .372,0;1085,2 4
e =α⋅= −P  

3. Радіотелефонного УКК з .266,0;104 4
e =α⋅= −P  

 

Таблиця 3.16 – Результати експериментальних оцінок швидкості передавання для трьох 
каналів: телефонного каналу, радіотелеграфного 
та радіотелефонного УКК 
 

1-й канал R∆ -
канал 2-й канал 3-й канал 

n  
mnr −=  

n
m

 ексR  R∆−  ексR  R∆−  ексR  R∆−  

15 5 0,6666 0,66 0,0066 0,663 0,003 0,661 0,005 
15 7 0,53333 0,527 0,0033 0,530 0,0033 0,462 0,0713 
31 5 0,83870 0,825 0,0137 0,835 0,0037 0,825 0,0137 
31 7 0,77419 0,763 0,011 0,771 0,0031 0,730 0,044 
63 7 0,8888 0,874 0,014 0,84 0,04 0,848 0,040 

 
Символ α  позначає коефіцієнт групування помилок, а R∆  – втрати 

на повторення. З табл. 3.16 виходить, що втрати на повторення мінімум в 
десятки разів менше втрат на надлишкові елементи. З іншого боку, надли-
шковість спільно з параметрами потоку помилок в каналі визначає залиш-
кову ймовірність помилки. 

Для оцінки ймовірнісних характеристик, що виявляють помилки 
ТСК, розглянемо вектори завад, за яких помилки будуть невиявленими. 

Із аналізу окремих векторів зміщень ЗМВ слідує, що максимальна 
ймовірність невиправленої помилки при ТСК визначається вектором 

0);1(;1 −±→ dE ∓  
)0()1()1( тттнв PdPPP T −= ,    (3.166) 
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де )0(),1(),1( ттт PdPP −  – ймовірність зміщень відповідних ЗМВ під час 
реєстрації в середній точці на (1), ( 1−d ), (0) значень ∆ . 

Легко показати, що для нормального закону зміщень ЗМВ 

.)5,1(Ф)5,0(Ф)1(

);2/(Ф2)0(
),/5,0(Ф)/5,1(Ф)1(

⎟
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∆−

−⎟
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⎞

⎜
⎝
⎛
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=−

σ∆=
σ∆−σ∆=

dddP

P
P

          (3.167) 

Із наведених виразів випливає, що ймовірність невиявленої помилки 
визначається кодовою відстанню d  для таймерних сигналів та величиною 
∆ : чим більше d  і менше ∆ , тим більше ймовірність невиявленої помил-
ки. Фізика процесу тут зрозуміла: чим менше ∆ , тим менше ймовірність 
забезпечення рівняння (3.166). 

Таким чином, з точки зору значення нвP  зону ∆  необхідно вибирати 
меншою. У той самий час, величина зони ∆  не повинна забезпечувати 
ймовірність помилкового приймання ТСК на інтервалі «хорошого» стану 
більше ніж імовірність помилкового приймання за рахунок зосереджених 
завад при передаванні по даному каналу кодових слів РЦК. 

Для зменшення ймовірності повторення при зменшенні нвP  можна 
скористатися властивістю кодів ТСК, які виправляють і -кратні помилки 
зміщень величиною 0ее ±= . В цьому випадку величину реальної зони  
можна зменшити відносно 0∆  у )1( 0 +e  разів і значення ймовірностей змі-
щень окремих ЗМВ будуть визначатися: 
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        (3.168) 

Тут 0∆  відповідає величині зони, яка максимізує швидкість переда-
вання у системі з вирішальним зворотним зв’язком (ВЗЗ) при виправленні 
помилок зміщень.  

Із виразів (3.167) і (3.168) слідує, що нвP  визначається здебільшого 
значенням )1()1( −⋅ dpp , які при виправленні помилок зміщень визнача-
ються значенням )1(p , тому що )1( −dp  на декілька порядків менше )1(p .  

Аналіз статистичних даних результатів експерименту з використання 
ТСК на реальних каналах (приклад 14) приводить до висновку, що невірно 
виправлені помилки в спотворених кодових словах ТСК відповідають та-
ким подіям: 
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– зміщенню одного або більшого числа ЗМВ на величину більше одно-
го ∆ ; 

– зміні числа ЗМВ в кодовім слові; 
– наявності перших двох спотворень. 
Зважаючи на те, що всі спотворені кодові слова при проведенні екс-

перименту були виявлені або за числом ЗМВ в прийнятій кодовій констру-
кції, або невиконанням умови якості (3.164) можливо зробити висновок 
про недоцільність виправлення спотворених КС у системі з ВЗЗ. 

Доцільно реалізувати такі структури надлишкових ТСК, в яких на 
меншому інтервалі часу можна синтезувати більше КК, здатних виявляти 
спотворені кодові слова за ймовірності помилкового приймання близькій 
до ймовірності помилкового приймання кодових слів РЦК кодів, для яких  

( ) ( )ТСКРЦК скск TT ≈ . 
Розглянемо приклад. 
Приклад 19. Побудуємо таймерний надлишковий код, який виправ-

ляє помилки зміщення в «хорошому» стані каналу тільки одного ЗМВ і має 
8

т 10)1( −<P . 
Зважаючи на те, що в вірно виправлених ТСК був зміщений тільки 

один ЗМВ (приклад 14) в якості коефіцієнтів iA  рівняння 

∑ = )mod(0 0AxA ii , візьмемо прості числа 2; 3; 7 при 190 =A . 
Легко показати, що нульовими векторами в цьому випадку будуть  

,43;0;1)(

,41;1;2)0(

,50;2;3)0(

00

0

0

=±→

=±±→

=±±→

wAE

wE

wE

∓

∓  

де w  – вага вектора. 
Із наведених векторів 0E  видно, що мінімальна вага вектора 0E  бі-

льше ніж за коефіцієнтів (1; 3; 9, 270 =A ), що забезпечує меншу ймовір-
ність невиявлених спотворень таймерної конструкції. 

Менше значення 0A  дозволяє отримати більше число реалізацій на 
заданому інтервалі. Так, для одержання 256 дозволених реалізацій при 

7=s  з наведеними коефіцієнтами iA  необхідно мати всього 
( 486419256 =× ) таймерних конструкції при 3=i . 

Згідно з табл. 3.4 таку кількість реалізацій можливо отримати для 
3=i , 7=s , 7=m . 
Ймовірність помилкового приймання ТСК при «хорошому» стані ка-

налу буде:  

( )[ ] 33
пт 102,19988,0135,3Ф21

2
Ф21 −⋅=−=−=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
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⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∆

−=
i

l
P . 
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Тобто птP  майже в 2 рази менше прP  (табл. 3.11). 
З урахуванням помилок  в «поганому» стані каналу сумарна ймовір-

ність виявлених помилок ),1(прптпт nPPP ≥+=Σ . 
Проведені експерименти в реальному каналі МТМ (приклад 14) при 

заданих коефіцієнтах iA  показали, що ймовірність невиявлених спотво-
рень ТСК 8

нв 10−<P . 
Порівняємо залишкову ймовірність для надлишкового коду РЦК при 

виправленні помилок кратності 2в =t  (див. табл. 3.11). 
Враховуючи, що при 2в =t  кодова відстань 5=d  і число надлишко-

вих елементів для інформаційних 8=m  відповідає 10 ( 18=n ). Набагато 
менше «хорошого» стану середня ймовірність помилкового приймання ко-
дового слова при збільшенні елементності з 8=n  до 18=n  збільшується в 

2,1...1,1  рази, при практично незмінних імовірностях помилок відповідної 
кратності і, враховуючи, що залишкова ймовірність помилкового при-
ймання  

∑ ≥≈−≥= − ),(
2

1),1(зр ntPPnРP imnu , 

де u  – множина векторів помилок, які виправляються даним кодом. Оста-
точне значення 6

з 108,2 −⋅≈P . 
Таким чином, залишкова ймовірність помилки при виправленні дво-

кратних помилок РЦК більш ніж на 2 порядки більше по відношенню до 
невиявлених спотворень надлишковими ТСК, реалізованих на інтервалі 

0c 7 tT = . Кодова швидкість при ТСК складає ( 7
8 ), а при РЦК ( 15

8 ) від-
повідно 0,53, що більше ніж в 2 рази менше кодової швидкості ТСК. 

Із наведеного прикладу зрозуміло, що кодова швидкість при вико-
ристанні ТСК в системах з ВЗЗ визначається числом реалізацій надлишко-
вих сигнальних конструкцій на заданому інтервалі часу. В зв’язку з цим 
постає питання: яка потужність дозволених ТСК може бути реалізована 
додатково на заданому інтервалі cT  при нових коефіцієнтах iA  і заданій 
кодовій відстані для ТСК. Для прикладу розглянемо структуру множини 
ТСК на інтервалі 0c 7 tT =  ( 7=m ) при 3,5 == is  задовольняючих умові  

∑
=

==
k

i
ii AzAxA

0
00 )(mod0  

при коефіцієнтах 7,3,2 321 === AAA  і 190 =A . Можна показати, що їх 
кількість дорівнює 94. 

Структура множини ТСК для заданих параметрів iA  показана на 
рис. 3.31. 
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Рисунок 3.31 – Структура дозволених ТСК, задовольняючих умові 

∑ ==
=

k

i
ii AzAxA

0
00 )(mod0  

 
У табл. 3.17 наведені координати всіх 94 дозволених кодових слів, 

які задовольняють умові та обчисленню суми )19mod(0
3

1
=∑

=i
ii xA . 

Із рис. 3.31 та табл. 3.17 видно, що при заданих коефіцієнтах iA  і 

0A всі ТСК належать інтервалу зміни по ∑
=

3

1i
ii xA  від 00 20,8 AA . Різним зна-

ченням 0kA  ( 20...8∈k ) відповідає різна кількість кодових слів, що мають 

одну і ту ж саму ∑
=

3

1i
ii xA .  

Враховуючи, що при заданих коефіцієнтах iA  для ix  повинні вико-

нуватися умови  

insnimx

simxs
n

k
k

k

≤+−≤

+−≤≤

∑
=

,)(

,)1(

1

, тобто для заданих параметрів ТСК  

.3515

,3010

,255

3

2

1

≤≤

≤≤

≤≤

x

x

x
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Таблиця 3.17 – ДКК для 7,3,2 321 === AAA , 190 =A  
 

№ х1 х2 х3 ∑
=

3

0i
ii xA  

0kA   № х1 х2 х3 ∑
=

3

0i
ii xA  

0kA   № х1 х2 х3 ∑
=

3

0i
ii xA  

0kA  

1 5 10 16 152 8А0  33 5 17 32 285 15А0  65 8 23 34 323 17А0 
2 6 11 18 171 9А0  34 5 24 29 285 15А0  66 9 20 35 323 17А0 
3 5 11 21 190 10А0  35 6 14 33 285 15А0  67 9 27 32 323 17А0 
4 7 12 20 190 10А0  36 6 21 30 285 15А0  68 10 24 33 323 17А0 
5 5 15 22 209 11А0  37 7 18 31 285 15А0  69 11 21 34 323 17А0 
6 6 12 23 209 11А0  38 8 15 32 285 15А0  70 12 18 35 323 17А0 
7 7 16 21 209 11А0  39 8 22 29 285 15А0  71 12 25 32 323 17А0 
8 8 13 22 209 11А0  40 9 19 30 285 15А0  72 13 22 33 323 17А0 
9 5 12 26 228 12А0  41 10 16 31 285 15А0  73 14 19 34 323 17А0 
10 6 16 24 228 12А0  42 10 23 28 285 15А0  74 14 26 31 323 17А0 
11 7 13 25 228 12А0  43 11 20 29 285 15А0  75 15 23 32 323 17А0 
12 8 17 23 228 12А0  44 12 17 30 285 15А0  76 17 24 31 323 17А0 
13 9 14 24 228 12А0  45 13 21 28 285 15А0  77 19 25 30 323 17А0 
14 5 16 27 247 13А0  46 15 22 27 285 15А0  78 5 29 35 342 18А0 
15 6 13 28 247 13А0  47 5 21 33 304 16А0  79 8 27 35 342 18А0 
16 6 20 25 247 13А0  48 6 18 34 304 16А0  80 10 28 34 342 18А0 
17 7 17 26 247 13А0  49 6 25 31 304 16А0  81 11 25 35 342 18А0 
18 8 14 27 247 13А0  50 7 15 35 304 16А0  82 13 26 34 342 18А0 
19 9 18 25 247 13А0  51 7 22 32 304 16А0  83 14 23 35 342 18А0 
20 10 15 26 247 13А0  52 8 19 33 304 16А0  84 15 27 33 342 18А0 
21 11 19 24 247 13А0  53 9 16 34 304 16А0  85 16 24 34 342 18А0 
22 5 13 31 266 14А0  54 9 23 31 304 16А0  86 18 25 33 342 18А0 
23 5 20 28 266 14А0  55 10 20 32 304 16А0  87 20 26 32 342 18А0 
24 6 17 29 266 14А0  56 11 17 33 304 16А0  88 13 30 35 361 19А0 
25 7 14 30 266 14А0  57 11 24 30 304 16А0  89 16 28 35 361 19А0 
26 7 21 27 266 14А0  58 12 21 31 304 16А0  90 18 29 34 361 19А0 
27 8 18 28 266 14А0  59 13 18 32 304 16А0  91 19 26 35 361 19А0 
28 9 15 29 266 14А0  60 14 22 30 304 16А0  92 21 27 34 361 19А0 
29 10 19 27 266 14А0  61 16 23 29 304 16А0  93 23 28 33 361 19А0 
30 11 16 28 266 14А0  62 5 25 34 323 17А0  94 24 29 35 380 20А0 
31 12 20 26 266 14А0  63 6 22 35 323 17А0        
32 5 10 35 285 15А0  64 7 26 33 323 17А0        

 
Подамо значення всіх ТСК (рис. 3.32), задовольняючих умові 

∑
=

=
k

i
ii AxA

0
0 )(mod0 .  
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Рисунок 3.32 – Зміни координат дозволених ТСК 

 
Вісь координат з нумерацією 94...1  відповідає номеру РКК                 

з табл. 3.17. 
На рис. 3.33 зображені дозволені ТСК у вигляді куль, а недозволені у 

вигляді точок. Осі координат )3...1(, =ixi  – відповідають часовим момен-
там змін інформаційних параметрів на інтервалі kT . Для наочності кожна 
ТСК розміщена у сфері радіуса 1,5, оскільки мінімальна відстань між ком-
бінаціями повинна складати 3≥d , а КК, для яких умова по відстані між 
моментами модуляції не виконана, наведені у вигляді точок. 

З рис. 3.33 слідує, що всі до-
зволені кодові комбінації (ДКК) у 
сферах згруповані в одному місці та 
займають майже половину всього 
об'єму куба, поверхня якого обме-
жена параметрами ТСК. Друга час-
тина об’єму куба (заповнена  точка-
ми) відповідає (КК), для яких умова 
за відстанню між моментами моду-
ляції не виконується. Як було пока-
зано вище, неможливо збільшити 
потужність множини ДКК за тих 
самих параметрів ТСК й іншому 0A .  

З наведеного можна зробити 
висновок, що кількість додаткових 
ТСК з тією ж кодовою відстанню 
між множинами і в середині нової 
підмножини не більше 1. 

Суттєво можливо збільшити потужність дозволених надлишкових 
ТСК на заданому інтервалі, якщо використовувати сигнальні конструкції з 
різним числом ЗММ. Наприклад, якщо в наведеному вище прикладі перед-
бачались кодові слова, які мають три ЗММ ( 3=i ), то додатково можна 

Рисунок 3.33 – ДКК і КК в просторі для 
заданих параметрів ТСК 
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взяти кодові слова з 4=i  за тих самих значень 7=m  і 5=s . Згідно з 
табл. 3.5 таких реалізацій буде 3876. 

⎣ ⎦ 1253:3876д ==N . 
Як коефіцієнти iA  можливо взяти 13;7;3;2 4321 ==== AAAA  і 

310 =A  – це забезпечить потужність додаткової множини дозволених ТСК.  
Приклад 20. Оцінимо ефективність турбокодів при передаванні зби-

ткової кодової послідовності таймерними сигналами при параметрах сиг-
налу, який аналізувався в прикладах 12 ... 19. Зважаючи на те, що в турбо-
кодах використовуються мінімум два компонентних згорткових коди і пе-
ремежувач (декорелятор) будемо вважати, що після перетворення ТСК в 
РЦК і оберненої перестановки символів на приймальній стороні помилки 
елементів коду будуть незалежними. При перетворенні РЦК в ТСК на ви-
ході турбо-кодера будемо формувати сигнальні конструкції на інтервалі 

0c 8 tT =  з числом ЗММ 8...1∈i , що дозволяє реалізувати 65536216 =  КС. 
Вважаючи, що математичне сподівання числа помилкових таймер-

них конструкцій буде дорівнювати 110 (статистика прикладу 3.14) в серед-
ньому 8 помилкових елементів із 16. Визначимо ймовірність помилкового 
приймання анкет елемента eP  після кодоперетворювача ТСК в РЦК 

4
e 107

1673676
8110 −⋅=
⋅

⋅
=P , що відповідає відношенню 2,3=h . 

 
 

 

а) б) 
Рисунок 3.34 – Турбо-код з РЗСК (1,35/23) і 3

1
1 =R  в каналі з ТСК (а); 

Турбо-код з РЗСК (1,17/15) і 2
1

2 =R  в каналі з ТСК (б) 

 
Проведене моделювання роботи систем різних турбокодів з викорис-

танням ТСК за різних компонентних згорткових кодів і різних значень s  
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показує ефективність використання ТСК для передавання кодових послі-
довностей після турбокодера.  

На рис. 3.34 наведено результати моделювання двох турбокодів з 

3
1

1 =R  і 2
1

2 =R . 
З цих рисунків можна зробити висновки: 
– при одному і тому ж каналі згортковий код з меншим значенням R  

при першій ітерації дає більший приріст якості приймання; 
– друга ітерація при обробленні сигналів більш ефективна для кодера 

з більшим R . 
Через те що кожна ітерація використовує результати м’яких рішень 

при декодуванні, то розглянемо їхню ефективність на виході демодулятора. 
М'яке рішення на виході перетворювача ТСК в кодові слова 

РЦК. Нехай ансамбль сигналів містить M = 2т реалізацій, які позначимо  
{S0, S1, …, SM-1}, і кожен сигнал з'являється на виході модулятора з однако-
вою ймовірністю. Модулятор перетворює блоки двійкового РЦК довжи-
ною m символів у таймерні сигнали. Тоді апріорні ймовірності сигналів 
P(Si) = 1/M ∀i ∈ {0, 1, …, (M – 1)}. Якщо з каналу було прийнято сигнал X, 
то апостеріорні густини ймовірності можна подати у вигляді 
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sx
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XSp ,  (3.171) 

де k – кількість значущих моментів модуляції у сигналі; xj – значущі моме-
нти модуляції у прийнятому сигналі X; sj – значущі моменти модуляції у 
сигналі Si. Таким чином, у чисельнику показника степеня знаходиться сума 
квадратів Евклідових відстаней між значущими моментами модуляції. По-

значимо ∑
=

−=
k

j
jj sxd

1

22 )( , тоді (3.171) для густини ймовірності можна 

записати у вигляді 

)(
2

exp
2
1)|(

2

i
i

i SpdXSp =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
σ

−
σπ

= .         (3.172) 

Обчисливши густину ймовірності для кожного з можливих сигналів, мож-
на отримати ймовірність для кожного біта з блока РЦК.  

Визначимо ймовірність появи біта за номером n. Для цього поділимо 
всю множину сигналів на дві підмножини. У першій підмножині зберемо 
ті сигнали, в яких біт n = 0, а в другій підмножині зберемо ті сигнали, в 
яких біт n = 1. Обчислимо суму густини ймовірності кожної з підмножини 

∑ === )0|()0( nin bSpbp ,     (3.173) 

∑ === )1|()1( nin bSpbp       (3.174) 
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оскільки переданий біт набуває значення або 0, або 1, то ці дві події утво-
рюють повну групу і, отже, можна обчислити ймовірність для кожного 
значення біта 

)1()0(
)0()0(

=+=
=

==
nn

n
n bpbp

bpbP ;         (3.175) 

)1()0(
)1()1(

=+=
=

==
nn

n
n bpbp

bpbP .        (3.176) 

Ця ймовірність є м'якою оцінкою значення прийнятого біта і може бути 
використана надалі при декодуванні за ітераційним алгоритмом максиму-
му апостеріорної ймовірності сигнальної кодової конструкції з турбо-
кодом і ТСК. 

 
3.2.9. Питання та задачі для самоперевірки  

 
1. Чому при числі інформаційних відрізків i  в ТСК, синтезованих на 

інтервалі m  елементарних посилок, 1p =N  для випадку im = ? 

2. На якому інтервалі 0c mtT =  при 7=s , 4=i  можливо синтезувати 
162  сигнальних конструкцій? 

3. За якого мінімального значення s  можна синтезувати 122  сигналь-
них конструкцій, які мають число інформаційних відрізків 3=i  або 4=i  
за умови, що 6const ==m ? 

4. Яким методом можливо фільтрувати (відділяти) дроблення сигна-
лів з тривалістю 0др 5,0 tl ≤ ? 

5. Розрахуйте величину середньоквадратичного відхилення ЗМВ 
( 2σ ) для каналу з базою 20 =⋅∆= tFB , якщо при 1=B  01 02,0 t=σ . 

6. Визначте середнє значення плоскої вершини сигналу (рис. 3.17) 
при передавання всіх реалізацій ТСК на інтервалі 4=m , 4=s , 3=i  для 

10 =⋅∆= tFB . 
7. Як зміниться середнє значення плоскої вершини для умов задачі 6, 

взявши 2=i ? 
8. Побудуйте залежність Σp2log N  при зміні 10...2∈s  для 0c 5 tT = . 
9. Для умов задачі 8 розрахуйте втрати пропускної здатності при 

зміні 10...2∈s  для 3=h . 
10. Визначте, яким способом можливо реалізувати ТСК в каналі з 

БЧМ 5=a  для отримання пропускної здатності згідно з виразом (3.115). 
11. Визначте відношення мінімальних енергетичних відстаней для 

простого коду, реалізованого на інтервалі 0c 5 tT =  і надлишкового коду 
при використанні ТСК при 0c 5 tT = ; 3;3;4 === dis . 
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12. Як зміниться число реалізацій для умов прикладу 9, коли значен-
ня коефіцієнтів iA  буде: 17;7;3;2 0321 ==== AAAA . 

13. Які вектори помилок з мінімальною вагою призводять до невиявле-
них помилок згідно з умовою якості (2.118а) при параметрах ТСК задачі 12? 

14. Які коефіцієнти iA  є достатніми для виправлення помилкового 
приймання ТСК при 3=i , якщо допустити, що зміщення на величину 

2
∆>Θ  має тільки один ЗМВ (формула 3.131)? 

15. Яка мінімальна кодова відстань між множиною ТСК, задоволь-
няючих умові якості ∑ = )mod(0 0AxA ii  при 3=i , якщо коефіцієнти 

0, AAi  вибрані згідно з виразом (3.131), а 10 =l ? 
16. Чи можна побудувати код, виправляючий зміщення двох ЗМВ на 

величину 10 =e  і одного на 20 =e  за умовами задачі 15, збільшивши тіль-
ки значення 0A ? 

17. Підберіть коефіцієнти для множини ТСК, задовольняючих умові 
якості при 3=i  для умови задачі 16. 

18. Дайте пояснення на скільки чисельно відрізняється кодова від-
стань для надлишкових ТСК з 3=i , задовольняючих умові якості при ви-
борі коефіцієнтів iA  згідно з виразом (3.131) по відношенню до РЦК, ви-
правляючих помилки тієї ж кратності. 

19. Дайте своє тлумачення відмінностей кодових відмінностей для 
РЦК і ТСК для умов задачі 18. 

20. Яку кількість реалізацій надлишкових ТСК можна отримати для 
коду 2 табл. 3.8, якщо 17;7;3;2 0321 ==== AAAA . Оцінить еквівалентну 
зону e∆  для коду 2 і порівняйте з кодом 1 цієї ж таблиці. 

21. Визначте співвідношення 
зu

uh c=  для перевищення найквістової 

швидкості модуляції 4,1;2,1 21 == ММ  за умови, що при 1=М  4=h  
(рис. 3.24). 

22. Визначте залишкову ймовірність приймання кодового слова на 
виході гауссівського каналу за умови 4=kh , коефіцієнт перевищення най-
квістової швидкості модуляції 6,1=М , число елементів простого коду  до-
рівнює 4, а як надлишкові використовуються елементи, що отримані за ра-
хунок перевищення швидкості модуляції в каналі з базою FtB ∆= 0 . 

23. Як зміниться загальна ймовірність помилкового приймання ТСК 
за умов прикладу 14 (розд. 3.2.8) для 10=s ? 

24. Знаючи середньоквадратичне значення зміщень ЗМВ на виході 
каналу 03 02,0 t=σ , визначте величину зони, за якої ймовірність помилко-
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вого приймання одного ЗМВ ( )1(TP ) буде більше 310)1( −≤TP . Кількість 
реалізацій ТСК з числом інформаційних ЗМВ при 4=i  та еквівалентне 
значення ймовірності помилки одного елемента при перекодуванні ТСК в 
РЦК. 

25. Використовуючи дані табл. 3.11 визначте коефіцієнт групування 
помилок на виході каналу. 

26. Визначте залишкову ймовірність помилки в прийманні сигналь-
ної конструкції коду Хеммінга (9, 5), якщо ймовірності помилок kt  крат-
них помилок для 7...1∈kt  відповідає табл. 3.11, а поява 8-кратних і  
9-кратних помилок відповідно дорівнюють 0,0003 і 0,0002. 

27. Для умов задачі 26 визначте за якого мінімального значення s  
можна реалізувати 92  сигнальних конструкцій на інтервалах 0c 5 tT = . 

28. Для умов задач 26 і 27 при знайденому значенні ∆  визначте на 
якому інтервалі 0c ztT =  можливо реалізувати 132  сигнальних конструкцій, 
що забезпечить виправлення двократних помилок. 

29. При знайденому значенні числа найквістового елемента в сигна-
льній конструкції z  (задача 28) визначте середнє значення i  та ймовірність 
правильного приймання ТСК в «хорошому» стані каналу при 0c 002,0 t=σ . 

30. Для знайденого значення втP  (задача 29) таймерної конструкції, 
яка перетворюється в 13-елементну комбінацію після перекодування 
ТСК→РЦК, знайти еквівалентне значення вірного приймання одного еле-
мента. 
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ДОДАТОК 1 
 

I. Значення інтегралу імовірності 
 

∫
−

⋅
π⋅

=Φ
x z

dzex
0

2

2

2
1)(  

 
 

x Ф(х) x Ф(х) x Ф(х) 
1.000 0.341344746068543 2.000 0.477249868051821 3.000 0.498650101968370 
1.010 0.343752354978745 2.010 0.477784405570569 3.010 0.498693761551231 
1.020 0.346135769627265 2.020 0.478308306232353 3.020 0.498736126572328 
1.030 0.348494997211656 2.030 0.478821730357328 3.030 0.498777231306408 
1.040 0.350830049669019 2.040 0.479324837133930 3.040 0.498817109256896 
1.050 0.353140943624104 2.050 0.479817784594296 3.050 0.498855793168977 
1.060 0.355427700336090 2.060 0.480300729590623 3.060 0.498893315042591 
1.070 0.357690345644061 2.070 0.480773827772483 3.070 0.498929706145321 
1.080 0.359928909911231 2.080 0.481237233565062 3.080 0.498964997025197 
1.090 0.362143427967965 2.090 0.481691100148341 3.090 0.498999217523386 
1.100 0.364333939053617 2.100 0.482135579437183 3.100 0.499032396786782 
1.110 0.366500486757253 2.110 0.482570822062343 3.110 0.499064563280486 
1.120 0.368643118957269 2.120 0.482996977352367 3.120 0.499095744800178 
1.130 0.370761887759982 2.130 0.483414193316395 3.130 0.499125968484368 
1.140 0.372856849437202 2.140 0.483822616627834 3.140 0.499155260826541 
1.150 0.374928064362850 2.150 0.484222392608909 3.150 0.499183647687171 
1.160 0.376975596948657 2.160 0.484613665216074 3.160 0.499211154305625 
1.170 0.378999515578982 2.170 0.484996577026268 3.170 0.499237805311933 
1.180 0.380999892544799 2.180 0.485371269224011 3.180 0.499263624738446 
1.190 0.382976803976891 2.190 0.485737881589331 3.190 0.499288636031355 
1.200 0.384930329778292 2.200 0.486096552486501 3.200 0.499312862062084 
1.210 0.386860553556023 2.210 0.486447418853580 3.210 0.499336325138560 
1.220 0.388767562552165 2.220 0.486790616192744 3.220 0.499359047016340 
1.230 0.390651447574308 2.230 0.487126278561398 3.230 0.499381048909613 
1.240 0.392512302925413 2.240 0.487454538564053 3.240 0.499402351502066 
1.250 0.394350226333145 2.250 0.487775527344955 3.250 0.499422974957609 
1.260 0.396165318878700 2.260 0.488089374581453 3.260 0.499442938930975 
1.270 0.397957684925181 2.270 0.488396208478096 3.270 0.499462262578170 
1.280 0.399727432045558 2.280 0.488696155761447 3.280 0.499480964566793 
1.290 0.401474670950252 2.290 0.488989341675589 3.290 0.499499063086214 
1.300 0.403199515414390 2.300 0.489275889978324 3.300 0.499516575857616 
1.310 0.404902082204761 2.310 0.489555922938049 3.310 0.499533520143892 
1.320 0.406582491006528 2.320 0.489829561331280 3.320 0.499549912759408 
1.330 0.408240864349719 2.330 0.490096924440836 3.330 0.499565770079618 
1.340 0.409877327535548 2.340 0.490358130054642 3.340 0.499581108050550 
1.350 0.411492008562598 2.350 0.490613294465161 3.350 0.499595942198136 
1.360 0.413085038052915 2.360 0.490862532469427 3.360 0.499610287637418 
1.370 0.414656549178033 2.370 0.491105957369663 3.370 0.499624159081600 
1.380 0.416206677584986 2.380 0.491343680974483 3.380 0.499637570850967 
1.390 0.417735561322331 2.390 0.491575813600654 3.390 0.499650536881662 
1.400 0.419243340766229 2.400 0.491802464075404 3.400 0.499663070734323 
1.410 0.420730158546608 2.410 0.492023739739266 3.410 0.499675185602581 
1.420 0.422196159473454 2.420 0.492239746449446 3.420 0.499686894321419 
1.430 0.423641490463261 2.430 0.492450588583691 3.430 0.499698209375391 
1.440 0.425066300465673 2.440 0.492656369044651 3.440 0.499709142906709 
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1.450 0.426470740390352 2.450 0.492857189264728 3.450 0.499719706723184 
1.460 0.427854963034106 2.460 0.493053149211376 3.460 0.499729912306037 
1.470 0.429219123008315 2.470 0.493244347392859 3.470 0.499739770817573 
1.480 0.430563376666668 2.480 0.493430880864453 3.480 0.499749293108720 
1.490 0.431887882033275 2.490 0.493612845235057 3.490 0.499758489726432 
1.500 0.433192798731142 2.500 0.493790334674224 3.500 0.499767370920964 
1.510 0.434478287911084 2.510 0.493963441919587 3.510 0.499775946653009 
1.520 0.435744512181064 2.520 0.494132258284667 3.520 0.499784226600705 
1.530 0.436991635536022 2.530 0.494296873667049 3.530 0.499792220166519 
1.540 0.438219823288188 2.540 0.494457376556917 3.540 0.499799936483993 
1.550 0.439429241997941 2.550 0.494613854045933 3.550 0.499807384424364 
1.560 0.440620059405207 2.560 0.494766391836444 3.560 0.499814572603067 
1.570 0.441792444361447 2.570 0.494915074251009 3.570 0.499821509386095 
1.580 0.442946566762246 2.580 0.495059984242229 3.580 0.499828202896254 
1.590 0.444082597480531 2.590 0.495201203402874 3.590 0.499834661019280 
1.600 0.445200708300442 2.600 0.495338811976281 3.600 0.499840891409843 
1.610 0.446301071851880 2.610 0.495472888867033 3.610 0.499846901497426 
1.620 0.447383861545748 2.620 0.495603511651879 3.620 0.499852698492093 
1.630 0.448449251509911 2.630 0.495730756590910 3.630 0.499858289390124 
1.640 0.449497416525896 2.640 0.495854698638964 3.640 0.499863680979554 
1.650 0.450528531966352 2.650 0.495975411457242 3.650 0.499868879845580 
1.660 0.451542773733277 2.660 0.496092967425147 3.660 0.499873892375862 
1.670 0.452540318197053 2.670 0.496207437652314 3.670 0.499878724765715 
1.680 0.453521342136280 2.680 0.496318891990825 3.680 0.499883383023185 
1.690 0.454486022678450 2.690 0.496427399047600 3.690 0.499887872974018 
1.700 0.455434537241457 2.700 0.496533026196959 3.700 0.499892200266523 
1.710 0.456367063475968 2.710 0.496635839593331 3.710 0.499896370376326 
1.720 0.457283779208671 2.720 0.496735904184109 3.720 0.499900388611024 
1.730 0.458184862386405 2.730 0.496833283722642 3.730 0.499904260114731 
1.740 0.459070491021193 2.740 0.496928040781349 3.740 0.499907989872526 
1.750 0.459940843136183 2.750 0.497020236764945 3.750 0.499911582714799 
1.760 0.460796096712517 2.760 0.497109931923774 3.760 0.499915043321502 
1.770 0.461636429637129 2.770 0.497197185367235 3.770 0.499918376226297 
1.780 0.462462019651483 2.780 0.497282055077299 3.780 0.499921585820616 
1.790 0.463273044301274 2.790 0.497364597922095 3.790 0.499924676357621 
1.800 0.464069680887074 2.800 0.497444869669572 3.800 0.499927651956075 
1.810 0.464852106415961 2.810 0.497522925001214 3.810 0.499930516604120 
1.820 0.465620497554110 2.820 0.497598817525811 3.820 0.499933274162970 
1.830 0.466375030580372 2.830 0.497672599793268 3.830 0.499935928370511 
1.840 0.467115881340836 2.840 0.497744323308458 3.840 0.499938482844817 
1.850 0.467843225204386 2.850 0.497814038545087 3.850 0.499940941087581 
1.860 0.468557237019247 2.860 0.497881794959595 3.860 0.499943306487466 
1.870 0.469258091070534 2.870 0.497947641005060 3.870 0.499945582323366 
1.880 0.469945961038800 2.880 0.498011624145106 3.880 0.499947771767598 
1.890 0.470621019959591 2.890 0.498073790867812 3.890 0.499949877889004 
1.900 0.471283440183998 2.900 0.498134186699616 3.900 0.499951903655982 
1.910 0.471933393340228 2.910 0.498192856219194 3.910 0.499953851939444 
1.920 0.472571050296163 2.920 0.498249843071324 3.920 0.499955725515688 
1.930 0.473196581122945 2.930 0.498305189980723 3.930 0.499957527069211 
1.940 0.473810155059547 2.940 0.498358938765843 3.940 0.499959259195442 
1.950 0.474411940478362 2.950 0.498411130352635 3.950 0.499960924403402 
1.960 0.475002104851780 2.960 0.498461804788262 3.960 0.499962525118309 
1.970 0.475580814719778 2.970 0.498511001254762 3.970 0.499964063684097 
1.980 0.476148235658492 2.980 0.498558758082660 3.980 0.499965542365885 
1.990 0.476704532249788 2.990 0.498605112764508 3.990 0.499966963352371 
2.000 0.477249868051821 3.000 0.498650101968370 4.000 0.499968328758167 
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x Ф(х) x Ф(х) x Ф(х) 

4.000 0.499968328758167 5.000 0.499999713348428 6.000 0.499999999013412 
4.010 0.499969640626073 5.010 0.499999727849823 6.010 0.499999999072383 
4.020 0.499970900929288 5.020 0.499999741642602 6.020 0.499999999127915 
4.030 0.499972111573560 5.030 0.499999754760082 6.030 0.499999999180201 
4.040 0.499973274399281 5.040 0.499999767234077 6.040 0.499999999229429 
4.050 0.499974391183526 5.050 0.499999779094968 6.050 0.499999999275771 
4.060 0.499975463642034 5.060 0.499999790371761 6.060 0.499999999319392 
4.070 0.499976493431132 5.070 0.499999801092149 6.070 0.499999999360449 
4.080 0.499977482149612 5.080 0.499999811282566 6.080 0.499999999399087 
4.090 0.499978431340552 5.090 0.499999820968243 6.090 0.499999999435446 
4.100 0.499979342493088 5.100 0.499999830173259 6.100 0.499999999469658 
4.110 0.499980217044132 5.110 0.499999838920594 6.110 0.499999999501844 
4.120 0.499981056380049 5.120 0.499999847232172 6.120 0.499999999532123 
4.130 0.499981861838282 5.130 0.499999855128911 6.130 0.499999999560605 
4.140 0.499982634708927 5.140 0.499999862630766 6.140 0.499999999587393 
4.150 0.499983376236270 5.150 0.499999869756771 6.150 0.499999999612585 
4.160 0.499984087620281 5.160 0.499999876525079 6.160 0.499999999636275 
4.170 0.499984770018052 5.170 0.499999882953003 6.170 0.499999999658550 
4.180 0.499985424545209 5.180 0.499999889057050 6.180 0.499999999679492 
4.190 0.499986052277273 5.190 0.499999894852960 6.190 0.499999999699179 
4.200 0.499986654250984 5.200 0.499999900355737 6.200 0.499999999717684 
4.210 0.499987231465586 5.210 0.499999905579684 6.210 0.499999999735077 
4.220 0.499987784884075 5.220 0.499999910538435 6.220 0.499999999751422 
4.230 0.499988315434405 5.230 0.499999915244980 6.230 0.499999999766782 
4.240 0.499988824010668 5.240 0.499999919711701 6.240 0.499999999781214 
4.250 0.499989311474225 5.250 0.499999923950395 6.250 0.499999999794774 
4.260 0.499989778654816 5.260 0.499999927972299 6.260 0.499999999807511 
4.270 0.499990226351627 5.270 0.499999931788121 6.270 0.499999999819476 
4.280 0.499990655334330 5.280 0.499999935408057 6.280 0.499999999830713 
4.290 0.499991066344087 5.290 0.499999938841820 6.290 0.499999999841267 
4.300 0.499991460094529 5.300 0.499999942098660 6.300 0.499999999851177 
4.310 0.499991837272697 5.310 0.499999945187383 6.310 0.499999999860482 
4.320 0.499992198539962 5.320 0.499999948116374 6.320 0.499999999869218 
4.330 0.499992544532909 5.330 0.499999950893617 6.330 0.499999999877419 
4.340 0.499992875864199 5.340 0.499999953526709 6.340 0.499999999885117 
4.350 0.499993193123401 5.350 0.499999956022884 6.350 0.499999999892342 
4.360 0.499993496877799 5.360 0.499999958389024 6.360 0.499999999899123 
4.370 0.499993787673173 5.370 0.499999960631679 6.370 0.499999999905486 
4.380 0.499994066034554 5.380 0.499999962757081 6.380 0.499999999911456 
4.390 0.499994332466958 5.390 0.499999964771158 6.390 0.499999999917057 
4.400 0.499994587456092 5.400 0.499999966679552 6.400 0.499999999922311 
4.410 0.499994831469043 5.410 0.499999968487626 6.410 0.499999999927240 
4.420 0.499995064954938 5.420 0.499999970200482 6.420 0.499999999931863 
4.430 0.499995288345588 5.430 0.499999971822974 6.430 0.499999999936198 
4.440 0.499995502056112 5.440 0.499999973359714 6.440 0.499999999940263 
4.450 0.499995706485530 5.450 0.499999974815090 6.450 0.499999999944075 
4.460 0.499995902017353 5.460 0.499999976193271 6.460 0.499999999947648 
4.470 0.499996089020140 5.470 0.499999977498221 6.470 0.499999999950998 
4.480 0.499996267848039 5.480 0.499999978733708 6.480 0.499999999954138 
4.490 0.499996438841321 5.490 0.499999979903313 6.490 0.499999999957082 
4.500 0.499996602326875 5.500 0.499999981010438 6.500 0.499999999959840 
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4.510 0.499996758618713 5.510 0.499999982058315 6.510 0.499999999962424 
4.520 0.499996908018431 5.520 0.499999983050017 6.520 0.499999999964846 
4.530 0.499997050815677 5.530 0.499999983988461 6.530 0.499999999967115 
4.540 0.499997187288588 5.540 0.499999984876418 6.540 0.499999999969240 
4.550 0.499997317704220 5.550 0.499999985716520 6.550 0.499999999971231 
4.560 0.499997442318961 5.560 0.499999986511268 6.560 0.499999999973096 
4.570 0.499997561378926 5.570 0.499999987263033 6.570 0.499999999974842 
4.580 0.499997675120350 5.580 0.499999987974071 6.580 0.499999999976477 
4.590 0.499997783769952 5.590 0.499999988646519 6.590 0.499999999978008 
4.600 0.499997887545298 5.600 0.499999989282410 6.600 0.499999999979442 
4.610 0.499997986655145 5.610 0.499999989883669 6.610 0.499999999980784 
4.620 0.499998081299780 5.620 0.499999990452127 6.620 0.499999999982040 
4.630 0.499998171671336 5.630 0.499999990989519 6.630 0.499999999983215 
4.640 0.499998257954110 5.640 0.499999991497492 6.640 0.499999999984316 
4.650 0.499998340324856 5.650 0.499999991977608 6.650 0.499999999985345 
4.660 0.499998418953081 5.660 0.499999992431350 6.660 0.499999999986308 
4.670 0.499998494001322 5.670 0.499999992860124 6.670 0.499999999987210 
4.680 0.499998565625416 5.680 0.499999993265263 6.680 0.499999999988053 
4.690 0.499998633974755 5.690 0.499999993648031 6.690 0.499999999988841 
4.700 0.499998699192546 5.700 0.499999994009629 6.700 0.499999999989579 
4.710 0.499998761416043 5.710 0.499999994351191 6.710 0.499999999990269 
4.720 0.499998820776784 5.720 0.499999994673797 6.720 0.499999999990914 
4.730 0.499998877400815 5.730 0.499999994978468 6.730 0.499999999991517 
4.740 0.499998931408906 5.740 0.499999995266172 6.740 0.499999999992081 
4.750 0.499998982916758 5.750 0.499999995537828 6.750 0.499999999992608 
4.760 0.499999032035204 5.760 0.499999995794303 6.760 0.499999999993101 
4.770 0.499999078870404 5.770 0.499999996036423 6.770 0.499999999993561 
4.780 0.499999123524027 5.780 0.499999996264969 6.780 0.499999999993992 
4.790 0.499999166093434 5.790 0.499999996480679 6.790 0.499999999994394 
4.800 0.499999206671848 5.800 0.499999996684254 6.800 0.499999999994770 
4.810 0.499999245348521 5.810 0.499999996876358 6.810 0.499999999995120 
4.820 0.499999282208893 5.820 0.499999997057619 6.820 0.499999999995448 
4.830 0.499999317334747 5.830 0.499999997228631 6.830 0.499999999995755 
4.840 0.499999350804357 5.840 0.499999997389959 6.840 0.499999999996041 
4.850 0.499999382692628 5.850 0.499999997542135 6.850 0.499999999996308 
4.860 0.499999413071236 5.860 0.499999997685664 6.860 0.499999999996558 
4.870 0.499999442008757 5.870 0.499999997821024 6.870 0.499999999996791 
4.880 0.499999469570797 5.880 0.499999997948668 6.880 0.499999999997008 
4.890 0.499999495820112 5.890 0.499999998069022 6.890 0.499999999997211 
4.900 0.499999520816723 5.900 0.499999998182492 6.900 0.499999999997401 
4.910 0.499999544618035 5.910 0.499999998289461 6.910 0.499999999997578 
4.920 0.499999567278938 5.920 0.499999998390292 6.920 0.499999999997743 
4.930 0.499999588851916 5.930 0.499999998485327 6.930 0.499999999997897 
4.940 0.499999609387146 5.940 0.499999998574890 6.940 0.499999999998041 
4.950 0.499999628932592 5.950 0.499999998659287 6.950 0.499999999998175 
4.960 0.499999647534102 5.960 0.499999998738810 6.960 0.499999999998300 
4.970 0.499999665235492 5.970 0.499999998813732 6.970 0.499999999998417 
4.980 0.499999682078634 5.980 0.499999998884312 6.980 0.499999999998526 
4.990 0.499999698103538 5.990 0.499999998950795 6.990 0.499999999998628 
5.000 0.499999713348428 6.000 0.499999999013412 7.000 0.499999999998722 
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x Ф(х) x Ф(х) x Ф(х) 

7.000 0.499999999998722 8.000 0.500000000000051 9.000 0.499999999999237 
7.010 0.499999999998811 8.010 0.500000000000051 9.010 0.499999999999212 
7.020 0.499999999998893 8.020 0.500000000000052 9.020 0.499999999999188 
7.030 0.499999999998970 8.030 0.500000000000052 9.030 0.499999999999163 
7.040 0.499999999999042 8.040 0.500000000000052 9.040 0.499999999999137 
7.050 0.499999999999108 8.050 0.500000000000052 9.050 0.499999999999111 
7.060 0.499999999999171 8.060 0.500000000000052 9.060 0.499999999999085 
7.070 0.499999999999229 8.070 0.500000000000052 9.070 0.499999999999058 
7.080 0.499999999999283 8.080 0.500000000000052 9.080 0.499999999999031 
7.090 0.499999999999333 8.090 0.500000000000051 9.090 0.499999999999003 
7.100 0.499999999999380 8.100 0.500000000000051 9.100 0.499999999998975 
7.110 0.499999999999424 8.110 0.500000000000051 9.110 0.499999999998946 
7.120 0.499999999999465 8.120 0.500000000000051 9.120 0.499999999998917 
7.130 0.499999999999503 8.130 0.500000000000050 9.130 0.499999999998888 
7.140 0.499999999999538 8.140 0.500000000000049 9.140 0.499999999998858 
7.150 0.499999999999571 8.150 0.500000000000049 9.150 0.499999999998827 
7.160 0.499999999999602 8.160 0.500000000000048 9.160 0.499999999998797 
7.170 0.499999999999631 8.170 0.500000000000047 9.170 0.499999999998766 
7.180 0.499999999999658 8.180 0.500000000000046 9.180 0.499999999998734 
7.190 0.499999999999682 8.190 0.500000000000045 9.190 0.499999999998702 
7.200 0.499999999999706 8.200 0.500000000000044 9.200 0.499999999998670 
7.210 0.499999999999727 8.210 0.500000000000043 9.210 0.499999999998637 
7.220 0.499999999999747 8.220 0.500000000000041 9.220 0.499999999998604 
7.230 0.499999999999766 8.230 0.500000000000040 9.230 0.499999999998570 
7.240 0.499999999999784 8.240 0.500000000000039 9.240 0.499999999998536 
7.250 0.499999999999800 8.250 0.500000000000037 9.250 0.499999999998502 
7.260 0.499999999999815 8.260 0.500000000000035 9.260 0.499999999998467 
7.270 0.499999999999829 8.270 0.500000000000033 9.270 0.499999999998432 
7.280 0.499999999999843 8.280 0.500000000000031 9.280 0.499999999998397 
7.290 0.499999999999855 8.290 0.500000000000029 9.290 0.499999999998361 
7.300 0.499999999999866 8.300 0.500000000000027 9.300 0.499999999998325 
7.310 0.499999999999877 8.310 0.500000000000024 9.310 0.499999999998289 
7.320 0.499999999999887 8.320 0.500000000000022 9.320 0.499999999998252 
7.330 0.499999999999896 8.330 0.500000000000019 9.330 0.499999999998215 
7.340 0.499999999999905 8.340 0.500000000000016 9.340 0.499999999998178 
7.350 0.499999999999913 8.350 0.500000000000013 9.350 0.499999999998141 
7.360 0.499999999999921 8.360 0.500000000000010 9.360 0.499999999998103 
7.370 0.499999999999928 8.370 0.500000000000006 9.370 0.499999999998065 
7.380 0.499999999999935 8.380 0.500000000000003 9.380 0.499999999998027 
7.390 0.499999999999941 8.390 0.499999999999999 9.390 0.499999999997988 
7.400 0.499999999999947 8.400 0.499999999999995 9.400 0.499999999997950 
7.410 0.499999999999952 8.410 0.499999999999991 9.410 0.499999999997911 
7.420 0.499999999999957 8.420 0.499999999999987 9.420 0.499999999997872 
7.430 0.499999999999962 8.430 0.499999999999982 9.430 0.499999999997833 
7.440 0.499999999999966 8.440 0.499999999999977 9.440 0.499999999997794 
7.450 0.499999999999971 8.450 0.499999999999972 9.450 0.499999999997755 
7.460 0.499999999999975 8.460 0.499999999999967 9.460 0.499999999997715 
7.470 0.499999999999978 8.470 0.499999999999962 9.470 0.499999999997676 
7.480 0.499999999999982 8.480 0.499999999999956 9.480 0.499999999997636 
7.490 0.499999999999985 8.490 0.499999999999950 9.490 0.499999999997597 
7.500 0.499999999999988 8.500 0.499999999999944 9.500 0.499999999997557 
7.510 0.499999999999991 8.510 0.499999999999938 9.510 0.499999999997517 
7.520 0.499999999999994 8.520 0.499999999999932 9.520 0.499999999997478 
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7.530 0.499999999999997 8.530 0.499999999999925 9.530 0.499999999997439 
7.540 0.499999999999999 8.540 0.499999999999918 9.540 0.499999999997399 
7.550 0.500000000000002 8.550 0.499999999999911 9.550 0.499999999997360 
7.560 0.500000000000004 8.560 0.499999999999903 9.560 0.499999999997321 
7.570 0.500000000000006 8.570 0.499999999999895 9.570 0.499999999997282 
7.580 0.500000000000008 8.580 0.499999999999887 9.580 0.499999999997244 
7.590 0.500000000000010 8.590 0.499999999999879 9.590 0.499999999997205 
7.600 0.500000000000012 8.600 0.499999999999870 9.600 0.499999999997167 
7.610 0.500000000000014 8.610 0.499999999999862 9.610 0.499999999997129 
7.620 0.500000000000015 8.620 0.499999999999852 9.620 0.499999999997091 
7.630 0.500000000000017 8.630 0.499999999999843 9.630 0.499999999997054 
7.640 0.500000000000019 8.640 0.499999999999833 9.640 0.499999999997017 
7.650 0.500000000000020 8.650 0.499999999999823 9.650 0.499999999996981 
7.660 0.500000000000022 8.660 0.499999999999812 9.660 0.499999999996945 
7.670 0.500000000000023 8.670 0.499999999999802 9.670 0.499999999996909 
7.680 0.500000000000025 8.680 0.499999999999791 9.680 0.499999999996874 
7.690 0.500000000000026 8.690 0.499999999999779 9.690 0.499999999996840 
7.700 0.500000000000027 8.700 0.499999999999767 9.700 0.499999999996806 
7.710 0.500000000000029 8.710 0.499999999999755 9.710 0.499999999996773 
7.720 0.500000000000030 8.720 0.499999999999743 9.720 0.499999999996740 
7.730 0.500000000000031 8.730 0.499999999999730 9.730 0.499999999996709 
7.740 0.500000000000032 8.740 0.499999999999717 9.740 0.499999999996678 
7.750 0.500000000000033 8.750 0.499999999999704 9.750 0.499999999996647 
7.760 0.500000000000034 8.760 0.499999999999689 9.760 0.499999999996618 
7.770 0.500000000000035 8.770 0.499999999999675 9.770 0.499999999996589 
7.780 0.500000000000036 8.780 0.499999999999661 9.780 0.499999999996562 
7.790 0.500000000000037 8.790 0.499999999999646 9.790 0.499999999996535 
7.800 0.500000000000038 8.800 0.499999999999630 9.800 0.499999999996510 
7.810 0.500000000000039 8.810 0.499999999999615 9.810 0.499999999996485 
7.820 0.500000000000040 8.820 0.499999999999598 9.820 0.499999999996462 
7.830 0.500000000000041 8.830 0.499999999999582 9.830 0.499999999996440 
7.840 0.500000000000042 8.840 0.499999999999565 9.840 0.499999999996418 
7.850 0.500000000000043 8.850 0.499999999999547 9.850 0.499999999996399 
7.860 0.500000000000044 8.860 0.499999999999530 9.860 0.499999999996380 
7.870 0.500000000000044 8.870 0.499999999999512 9.870 0.499999999996363 
7.880 0.500000000000045 8.880 0.499999999999493 9.880 0.499999999996348 
7.890 0.500000000000046 8.890 0.499999999999474 9.890 0.499999999996334 
7.900 0.500000000000046 8.900 0.499999999999455 9.900 0.499999999996321 
7.910 0.500000000000047 8.910 0.499999999999435 9.910 0.499999999996310 
7.920 0.500000000000047 8.920 0.499999999999414 9.920 0.499999999996301 
7.930 0.500000000000048 8.930 0.499999999999394 9.930 0.499999999996293 
7.940 0.500000000000049 8.940 0.499999999999373 9.940 0.499999999996288 
7.950 0.500000000000049 8.950 0.499999999999351 9.950 0.499999999996284 
7.960 0.500000000000050 8.960 0.499999999999329 9.960 0.499999999996282 
7.970 0.500000000000050 8.970 0.499999999999307 9.970 0.499999999996281 
7.980 0.500000000000051 8.980 0.499999999999284 9.980 0.499999999996283 
7.990 0.500000000000051 8.990 0.499999999999260 9.990 0.499999999996288 
8.000 0.500000000000051 9.000 0.499999999999237 10.00 0.499999999996294 

 
 

II. Апроксимація інтегралу ймовірності з похибкою 02,0<δ  
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ДОДАТОК 2 
 

Алгебраїчні структури та поля Галуа 
 

Пошук хороших кодів, що контролюють помилки, значною мірою 
пов'язаний зі структурами сучасної алгебри. Багато знайдених важливих 
кодів засновані на структурах кілець багаточленів і полів Галуа. Крім того, 
ці алгебраїчні поняття та методи є необхідним робочим інструментом для 
конструювання кодерів та декодерів. Розглянемо основні розділи алгебри, 
які важливі для теорії кодів, що контролюють помилки. 

Бінарне і 16-елементне поле. Дійсні числа утворюють відому 
множину математичних об'єктів, які можна додавати, множити, віднімати і 
ділити. Аналогічно комплексні числа утворюють множину об'єктів, які 
можна складати, додавати, множити і ділити. Обидві ці арифметичні 
системи є найважливішою основою всіх інженерних дисциплін. Усі 
множини математичних арифметичних систем об’єктів складаються із 
множин і операцій над елементами цих множин. Такими операціями є – 
«додавання», «віднімання», «множення» і «ділення». Вони не обов'язково 
відповідають операціям елементарної арифметики. 

Існуючі в сучасній алгебрі арифметичні системи класифікуються 
відповідно до ускладнення їхньої математичної структури. Наведемо 
формальну класифікацію таких систем. Дамо основні визначення: 

1) абелева група: множина математичних об'єктів, які можна 
«додавати» і «віднімати»; 

2) кільце: множина  математичних  об'єктів,  які  можна  «додавати», 
«віднімати» і «множити»; 

3) поле: множина  математичних  об'єктів,  які  можна «додавати», 
«віднімати», «множити» і «ділити». 

Зауважимо, що назви цих операцій взяті в лапки тому, що, взагалі 
кажучи, вони не є прийнятими арифметичними операціями; ці назви 
вживаються через їхню подібність з прийнятими. 

Перш ніж переходити до формальних понять, виконаємо деякі 
обчислення в найпростішому із усіх можливих полів, а саме в полі, що 
складається тільки з двох елементів. (Поле дійсних чисел містить 
незчисленну кількість елементів). Позначимо через 0 і 1 два елементи поля 
та визначимо операції додавання й множення рівностями 

0 + 0 = 0, 0 · 0 = 0, 
0 + 1 = 1, 0 · 1 = 0, 
1 + 0 = 1, 1 · 0 = 0, 
1 + 1= 0, 1 · 1 = 1. 

Так визначені додавання й множення називаються додаванням за модулем 
2 і множенням за модулем 2. Зазначимо, що із рівності 1 + 1 = 0 слідує,  що 
–1 = 1, а  із  рівності  1·1 = 1 – що 1–1 = 1.  Використовуючи це, легко 
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перевірити, що, за винятком ділення на нуль, віднімання та ділення завжди 
визначені. Алфавіт із двох символів 0 та 1 разом з додаванням за модулем 
2 та множенням за модулем 2 називається полем із двох елементів і 
позначається через GF (2). 

У зазначеній арифметичній системі можна здійснювати відомі 
алгебраїчні операції. Прикладом є наступна система рівнянь над полем   
GF (2): 

X + Y + Z = 1, 
X + Y       = 0, 
X        + Z = 1. 

Цю систему можна розв’язати відніманням третього рівняння із першого, 
що дає Y = 0. Тоді із другого рівняння отримуємо X = 0, а із першого 
рівняння Z = 1. Підстановкою отриманого розв’язання у вихідну систему 
рівнянь перевіряємо, що воно вірне. 

Щоб отримати інший спосіб розв’язання, припустимо, що можна 
довести можливість застосування звичайних методів лінійної алгебри над 
полем GF (2). Визначник системи обчислюється таким чином: 
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Цю систему рівнянь можна розв’язати за правилом Крамера: 
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Другим прикладом поля є 6-10-поле. Це поле містить 16 елементів, 
які ми позначимо символами 0, 1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, A, В, С, D, E, F. 
Таблиці додавання та множення в цьому полі виписані на рис. 1. 
Зазначимо, що тут правила додавання та множення значно відрізняються 
від відомих правил додавання й множення дійсних чисел; у той самий час 
ці таблиці мають внутрішню закономірність і дозволяють здійснювати 
віднімання та ділення. Для ділення слід взяти х: у = х·(у –1), де у –1 – елемент 
поля, що задовольняє умові у · у –1 = 1. Перегляд таблиці множення 
показує, що кожний ненульовий елемент має зворотний, а, отже, ділення 
завжди визначене, за винятком ділення на нуль. 
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+ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F 
0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F 
1 1 0 3 2 5 4 7 6 9 8 B A D C F E 
2 2 3 0 1 6 7 4 5 A B 8 9 E F C D
3 3 2 1 0 7 6 5 4 B A 9 8 F E D C
4 4 5 6 7 0 1 2 3 C D E F 8 9 A B 
5 5 4 7 6 1 0 3 2 D C F E 9 8 B A 
6 6 7 4 5 2 3 0 1 E F C D A B 8 9 
7 7 6 5 4 3 2 1 0 F E D C B A 9 8 
8 8 9 A B C D E F 0 1 2 3 4 5 6 7 
9 9 8 B A D C F E 1 0 3 2 5 4 7 6 
A A B 8 9 E F C D 2 3 0 1 6 7 4 5 
B B A 9 8 F E D C 3 2 1 0 7 6 5 4 
C C D E F 8 9 A B 4 5 6 7 0 1 2 3 
D D C F E 9 8 B A 5 4 7 6 1 0 3 2 
E E F C D A B 8 9 6 7 4 5 2 3 0 1 
F F E D C B A 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 

                                                 а 
 
 

× 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F 
2 0 2 4 6 8 A C E 3 1 7 5 B 9 F D
3 0 3 6 5 C F A 9 B 8 D E 7 4 1 2 
4 0 4 8 C 3 7 B F 6 2 E A 5 1 D 9 
5 0 5 A F 7 2 D 8 E B 4 1 9 C 3 6 
6 0 6 C A B D 7 1 5 3 9 F E 8 2 4 
7 0 7 E 9 F 8 1 6 D A 3 4 2 5 C B 
8 0 8 3 B 6 E 5 D C 4 F 7 A 2 9 1 
9 0 9 1 8 2 B 3 A 4 D 5 C 6 F 7 E 
A 0 A 7 D E 4 9 3 F 5 8 2 1 B 6 C
B 0 B 5 E A 1 F 4 7 C 2 9 D 6 8 3 
C 0 C B 7 5 9 E 2 A 6 1 D F 3 4 8 
D 0 D 9 4 1 C 8 5 2 F B 6 3 E A 7 
E 0 E F 1 D 3 2 C 9 7 6 8 4 A B 5 
F 0 F D 2 9 6 4 B 1 E C 3 8 7 5 A 

                                                             б 
Рисунок 1 – 6-10-поле: а – таблиця додавання; б – таблиця множення. 
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Більшість методів лінійної алгебри, так само як і матричні операції, 
переносяться на випадок довільного поля. Саме тому поля з кінцевим 
числом елементів виявились дуже корисними. Ми будемо вивчати ці поля 
й знайдемо способи побудови таблиць, додавання та множення, які 
породжують поле навіть для значної кількості елементів. Згодом ми 
побачимо, що поля з q елементами можна побудувати тоді й тільки тоді, 
коли q дорівнює pm, де р – просте, a m – довільне позитивне ціле число. 
Але перш за все ми повинні ввести поняття груп і кілець. 

Групи. Група – це збиральна назва деяких алгебраїчних структур. 
Хоча існують багато конкретних прикладів цікавих груп, у математиці 
введено абстрактне поняття групи, тому що легше одночасно досліджувати 
всі математичні системи із загальною структурою, ніж досліджувати 
кожну з них окремо. 

Визначення 1. Групою G називається множина елементів із 
визначеною для кожної пари елементів операцією (позначеною *), що 
володіє такими чотирма властивостями: 

1) замкненість: для кожної пари a і b із множини елемент bac ∗=  
належить множині; 

2) асоціативність: для всіх a, b і с із множини 
cbacba ∗∗=∗∗ )()( ; 

3) існування одиниці: у множині існує елемент е, який називається 
одиничним елементом і такий, що 

aaeea =∗=∗  
для будь-якого елемента а множини; 

4) існування зворотних елементів: для будь-якого а із множини існує 
деякий елемент b із множини, який називається зворотним елементу а і 
такий, що 

eabba =∗=∗ . 
Якщо група G містить кінцеве число елементів, то вона називається 
кінцевою групою, а число елементів в G називається порядком G. 

Деякі групи володіють тією додатковою властивістю, що для       
будь-яких a і b із групи 

abba ∗=∗ . 
Ця властивість називається комутативністю. Групи, що володіють цією 
додатковою властивістю, називаються комутативними або абелевими 
групами. За винятком деякого матеріалу цього додатка ми завжди будемо 
мати справу з абелевими групами. 

У випадку абелевих груп групова операція позначається символом + 
і називається додаванням (навіть тоді, коли вона не є звичайним 
арифметичним додаванням). У цьому випадку одиничний елемент 
називається нулем і позначається 0, а зворотний елементу а елемент 
записується у вигляді –а, отже  

0)()( =+−=−+ aaaa . 
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Іноді групова операція позначається символом · і називається множенням 
(навіть тоді, коли вона не є звичайним арифметичним множенням). У 
цьому випадку одиничний елемент називається одиницею і позначається 1, 
а зворотний елементу а елемент записується у вигляді а–1; отже 

111 =⋅=⋅ −− aaaa . 
Теорема 1. Одиничний елемент у кожній групі є єдиним. Для 

кожного елемента групи зворотний елемент також є єдиним, і (а–1) –1 = а. 
Доведення. Припустимо, що е і е' – одиничні елементи групи; тоді 

eeee ′=′∗= . Далі припустимо, що b і b' – елементи, зворотні елементу а; 
тоді 

bbabbabb ′=′∗∗=′∗∗= )()( . 
Нарешті, 111 == −− aaaa , отже а – зворотний елементу а–1. Але в силу 
єдиності зворотного елементу (а–1) –1 = a. 

Існує безліч прикладів груп. Більшість груп містять нескінченну 
кількість елементів. Прикладами є цілі числа відносно додавання, 
позитивні раціональні числа відносно множення. Багато інших груп 
містять лише кінцеве число елементів. Прикладами є двоелементна 
множина { }1,0  відносно операції «виняткового або» (додавання за 
модулем 2), множина {0, 1, ..., 8, 9} відносно додавання за модулем 10 і т.д. 

Як більш складний приклад побудуємо кінцеву неабелеву групу, 
тобто менш відому структуру. Одним із способів побудови груп з цікавою 
алгебраїчною структурою є дослідження перетворень простих 
геометричних фігур і алгебраїчна інтерпретація цих перетворень. 
Наприклад, рівносторонній трикутник з вершинами А, В і С 
(пронумерованими за годинниковою стрілкою) можна обертанням або 
віддзеркаленням відносно осі відобразити на себе точно шістьома різними 
способами, причому кожне з цих обертань і віддзеркалень має зворотне 
перетворення. Використовуючи деякі очевидні факти, можна швидко 
побудувати алгебраїчну групу. Позначимо ці шість перетворень символами 
1, а, b, с, d і е таким чином: 

 

1 = (ABC → ABC)     (немає змін),  
a = (ABC → CAB)     (обертання проти годинникової стрілки),  
b = (ABC → ВСА)     (обертання за годинниковою стрілкою),  
с = (ABC → АСВ)     (віддзеркалення відносно бісектриси кута А), 
d = (ABC → СВА)     (віддзеркалення відносно бісектриси кута В), 
e = (ABC → ВАС)     (віддзеркалення відносно бісектриси кута С), 
 

де перетворення ABC → ВСА означає, що вершина А переходить у 
вершину В, вершина В переходить у вершину С, а вершина С переходить у 
вершину А. Таким чином, трикутник повертається на 120°. Нехай група 
( )∗,G  визначається множиною 

{ }edcbaG ,,,,,1=  
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і xy ∗  є елементом групи, що позначає перетворення, яке отримується 
послідовним виконанням спочатку перетворення х, а потім перетворення у; 
наприклад, 

da ∗  = (ABC → ВСА) * (ABC → СВА) = (ABC → ВАС) = е.   
Діючи таким чином, можна побудувати таблицю для yx∗ : 

  y
x 1 a b c d e

1 1 a b c d e
a a b 1 d e c
b b 1 a e c d
c c e d 1 b a
d d c e a 1 b
e e d c b a 1

 

Оскільки таблиця побудована, можна забути про її геометричне 
походження. Таблиця сама визначає групу. Підкреслимо, що це приклад 
неабелевої групи, тому що acca ∗≠∗ . Зауважимо також, що кожний 
елемент з'являється один раз у кожному стовпці й у кожному рядку. Для 
кінцевих груп це виконується завжди. 

Нашим останнім прикладом групи є група перестановок n літер. 
Нехай X є множина {1, 2, ..., n}. Взаємно-однозначне відображення цієї 
множини на самого себе називається перестановкою. Всього є n! таких 
перестановок, і можна визначити групу, яка називається симетричною 
групою й позначається через Sn, елементами якої є перестановки на 
множині X. (Спочатку може трохи турбувати та обставина, що елементами 
групи є оператори – оператори перестановок на множині X. Насправді в 
прикладі перетворень рівностороннього трикутника мова також іде про 
групу перестановок). Якщо взяти перестановку на вибраних цілих числах і 
переставити їх ще раз, то вийде інша перестановка на цих цілих числах. 
Виберемо як групову операцію ∗  таку композицію перестановок і 
візьмемо, наприклад, n = 4. Всього є 4! = 24 перестановок в групі S4. 
Типовий елемент групи S4  дорівнює 

а = [(1 2 3 4) → (3 1 4 2) ] 
і є перестановкою, яка заміняє 1 на 3, 2 на 1, 3 на 4 і 4 на 2. Іншою такою 
перестановкою є 

b = [(1 2 3 4) → (4 1 3 2)]. 
Тоді добуток ab∗  в групі S4 дорівнює перестановці, яка отримується у 
результаті застосування спочатку а,  а потім b: 

ab∗  = [(1 2 3 4) → (2 3 4 1)], 
що є елементом групи S4. З таким визначенням множення група 
перестановок S4 є неабелевою групою, що містить 24 елементи. 

Нехай G – група, і нехай H – деяка підмножина в G. Тоді H 
називається підгрупою групи G, якщо вона є групою щодо обмеження 
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операції ∗  на H. Для того щоб перевірити, що непуста множина H є 
підгрупою групи G, необхідно тільки перевірити, що для всіх a і b із H 
елемент ba ∗  належить H (замкненість) і що елемент, зворотний до а із H, 
також належить H. Інші групові властивості наслідуються із групи G. Як 
згодом ми побачимо при розгляданні циклічних підгруп, у випадку 
кінцевих груп із властивості замкненості автоматично випливає навіть 
властивість існування зворотного елемента. 

Наприклад, множина всіх парних чисел і множина чисел, кратних 3, 
є підгрупами у множині всіх цілих чисел (додатних, від’ємних і нуля) 
відносно операції додавання. 

Один із шляхів побудови підгрупи H кінцевої групи G полягає у 
виборі довільного елемента h групи H і формуванні H як множини 
елементів, утворених множенням h на самого себе довільне число разів. 
Таким чином, будуємо послідовність елементів 

...,,,, hhhhhhhhhh ∗∗∗∗∗∗ , 
позначаючи їх для зручності через h, h2, h3, h4, ... . Так як G кінцева, то 
тільки кінцеве число цих елементів різне, так що з деякого моменту 
послідовність почне повторюватися. Першим повторюваним елементом 
повинен бути сам елемент h, тому що якщо два різних елементи h i і h j 
рівні, то їх можна помножити на елемент, зворотний h, і отримати, що h i–1 і 
h j-1 також рівні. Далі зазначимо, що якщо h j = h, то h j–1 = 1, одиничному 
елементу групи. Множина H називається підгрупою, породженою 
елементом h. Число с елементів в H називається порядком елемента h. 
Множина елементів h, h2, h3, ..., hc = 1 називається циклом. Цикл є 
підгрупою, тому що добуток двох елементів такого виду знову є 
елементом цього виду, а елемент, зворотний елементу h i, дорівнює h c–i і, 
отже, є одним із елементів циклу. Група, що складається із усіх степенів 
одного з її елементів, називається циклічною групою. 

Для заданих кінцевої групи G і підгрупи Н існує важлива операція, 
що установлює деякі взаємозв'язки між G і H і називається розкладанням 
групи G на суміжні класи по Н. Позначимо через h1, h2, h3, ... елементи з H, 
причому через h1 позначимо одиничний елемент. Побудуємо таблицю 
таким чином. Перший рядок складається з елементів підгрупи Н, причому 
першим зліва виписаний одиничний елемент h1 і кожний елемент із H 
записаний у рядку один і тільки один раз. Виберемо довільний елемент 
групи G, що не міститься в першому рядку. Назвемо його g2 і 
використаємо як перший елемент другого рядка. Інші елементи другого 
рядка отримуються множенням зліва елементів підгрупи на цей перший 
елемент. Аналогічно будуємо третій, четвертий і п'ятий рядки: щоразу як 
елемент першого стовпця вибираємо не використаний на попередніх 
кроках елемент групи G. Побудова закінчується тоді, коли після деякого 
кроку виявляється, що кожний елемент групи записаний в якомусь місці 
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таблиці. Процес обривається через скінченність G. Внаслідок отримується 
така таблиця: 

.

1

321

33323313

23222212

321

nmmmmm

n

n

n

hghghgghg

hghghgghg
hghghgghg
hhhh

∗∗∗=∗

∗∗∗=∗
∗∗∗=∗

=

 

Перший елемент зліва у кожному рядку називається лідером суміжного 
класу. Кожний рядок таблиці називається лівим суміжним класом, а у 
випадку абелевої групи – просто суміжним класом. Якщо при побудові 
розкладання групи на суміжні класи використати праве множення на 
елементи групи G замість лівого, то рядки називаються правими 
суміжними класами. Внаслідок зазначених вище правил побудови 
розкладання на суміжні класи завжди подається прямокутною таблицею, 
всі рядки якої повністю заповнені. Доведемо тепер, що завжди 
отримується таблиця, в якій кожний елемент групи зустрічається точно 
один раз. 

Теорема 2. У розкладанні групи G на суміжні класи кожний елемент 
із G зустрічається один і тільки один раз. 

Доведення. Кожний елемент з'явиться хоча б один раз, тому що в 
противному випадку процес не зупиниться. Доведемо тепер, що кожний 
елемент не може з'явитися двічі в одному і тому ж рядку і що той самий 
елемент не може з'явитися у двох різних рядках. 

Припустимо, що два елементи одного і того ж рядка, ji hg ∗ і ki hg ∗ , 

рівні. Тоді множення зліва кожного з них на 1−
ig  дає рівність  hj = hk. Це 

суперечить тому, що кожний елемент підгрупи виписаний в першому 
рядку тільки один раз. 

Припустимо, що два елементи різних рядків ji hg ∗  і lk hg ∗  рівні і 

що k < i. Множення справа на 1−
jh  приводить до рівності 1−∗∗= jlki hhgg . 

Тоді gi породжує k-й суміжний клас, тому що елемент 1−∗ jl hh  належить 
підгрупі. Це суперечить вказаному вище правилу вибору лідерів суміжних 
класів. 

Наслідок. Якщо H – підгрупа групи G, то число елементів у Н ділить 
число елементів у G. Таким чином, (Порядок H)(Число суміжних класів G 
по Н) = (Порядок G).  

Доведення виходить безпосередньо із прямокутності таблиці 
розкладання на суміжні класи. 

Теорема 3. Порядок кінцевої групи ділиться на порядок кожного з її 
елементів. 
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Доведення. Група містить циклічну підгрупу, породжену будь-яким з 
її елементів; таким чином, твердження теореми витікає з наслідку. 

Кільця. Наступною необхідною нам алгебраїчною структурою є 
кільце. Кільце являє собою абстрактну множину, яка є абелевою групою і 
наділена додатковою структурою. 

Визначення 2. Кільцем R називається множина з двома визначеними 
на ній операціями: перша називається додаванням (позначається +), друга 
називається множенням (позначається сусіднім розміщенням), причому 
мають місце такі аксіоми: 

1) стосовно додавання (+) R є абелевою групою; 
2) замкненість: добуток ab належить R для будь-яких а і b з R; 
3) закон асоціативності:  

a (bс) = (ab) с; 
4) закон дистрибутивності: 

а (b + с) = ab + ас,   (b + с) а = bа + ca. 
Додавання в кільці завжди комутативне, а множення не обов'язково 

повинне бути комутативним. Комутативне кільце – це кільце, в якому 
множення комутативне, тобто ab = bа для всіх а і b з R. 

Закон дистрибутивності у визначенні кільця пов'язує операції 
додавання й множення. Цей закон має декілька безпосередніх наслідків, як, 
наприклад, наведена нижче теорема. 

Теорема 4. Для довільних елементів а і b у кільці R  
I. а0 = 0а = 0. 
II. а (– b) = (– а) b = – (ab). 
Доведення. 
I. а0 = а (0 + 0) = а0 + а0. Віднімаючи з обох частин рівності а0, 

отримаємо 0 = а0. Друга частина твердження I доводиться аналогічно,  
II. 0 = а0 = а (b – b) = ab + а ( –b).Отже, а (– b) = – (ab). 

Друга частина твердження II доводиться аналогічно. 
Операція додавання в кільці має одиничний елемент, називаний 

нулем. Операція множення не обов'язково має одиничний елемент, але 
якщо він є, то є єдиним. Кільце, що містить єдиний елемент відносно 
множення, називається кільцем з одиницею. Цей одиничний елемент 
називається одиницею й позначається символом 1. Тоді для всіх а з R має 
місце рівність 

1а = а1 = а. 
Відносно операції додавання кожний елемент кільця має зворотний. 

Щодо операції множення елемент, зворотний даному елементу, не 
обов'язково існує, але в кільці з одиницею зворотні елементи можуть 
існувати. Це означає, що для даного елемента а може існувати елемент b, 
такий, що ab = 1. Якщо це так, то b називається правим зворотним до а. 
Аналогічно, якщо існує елемент с такий, що са = 1, то с називається лівим 
зворотним до а. 
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Теорема 5. У кільці з одиницею  
I. Одиниця єдина. 
II. Якщо  елемент  а  має  як  правий зворотний  b,   так  і  лівий 

зворотний с, то елемент а називається зворотним, причому  зворотний  
йому елемент є єдиним (і позначається через а–1).  

III. ( а–1) –1 = а. 
Доведення. Міркування аналогічні проведеним при доведенні 

теореми 1. 
Зворотний елемент кільця називається одиницею. Множина всіх 

одиниць у кільці замкнена відносно множення, тому що, якщо а і b – 
одиниці, то с = ab має зворотний елемент, що дорівнює с–1 = b–1a–1. 

Теорема 6. 
I. Множина одиниць кільця утворює групу відносно множення в 

кільці.  
II. Якщо с = ab і с – одиниця, то а має правий зворотний, a b – лівий 

зворотний елемент. 
Доведення.  Безпосередня перевірка. 
Є багато відомих прикладів кілець, і нижче наводяться деякі із них. Є 

повчальним проілюструвати цими прикладами теореми 5 і 6. 
1. Множина всіх дійсних чисел утворює комутативне кільце з 

одиницею відносно звичайних додавання й множення. Кожний ненульовий 
елемент кільця є одиницею. 

2. Множина всіх цілих чисел (додатних, від’ємних і нуля) утворює 
комутативне кільце з одиницею відносно звичайних додавання та 
множення. Це кільце прийнято позначати через Z; його одиницями є тільки 
± 1. 

3. Множина всіх квадратних ( nn× )-матриць, елементами яких є 
дійсні числа, утворює некомутативне кільце з одиницею відносно 
матричного додавання й множення. Одиницею є одинична ( nn× )-матриця. 
Одиницями в кільці слугують усі невироджені матриці. 

4. Множина всіх квадратних ( nn× )-матриць, елементами яких є цілі 
числа, утворює некомутативне кільце з одиницею відносно матричного 
додавання і множення. 

5. Множина  всіх  багаточленів  від  х  із  дійсними коефіцієнтами  
утворює комутативне кільце з одиницею відносно додавання і множення 
багаточленів. Одиницею кільця є багаточлен нульового  ступеня  р (х) = 1. 

Поля. Отже, абелевою групою є множина, в якій можна додавати й 
віднімати, а кільцем – множина, в якій можна додавати, віднімати та 
множити. Більш складною алгебраїчною структурою, названою полем, є 
множина, в якій можна додавати, віднімати, множити і ділити. 

Визначення 3. Полем називається множина з двома визначеними на 
ньому операціями – додаванням та множенням, причому мають місце такі 
аксіоми: 
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1) множина утворює абелеву групу за додаванням; 
2) поле  замкнене  відносно  множення,  і множина  ненульових  

елементів утворює абелеву групу за множенням; 
3) закон дистрибутивності: 

(a + b) с = ас + bc  для  будь-яких а, b, с із поля. 
Одиничний елемент відносно додавання прийнято позначати через 0 

і називати нулем, адитивний зворотний елементу а елемент – через –а; 
одиничний елемент відносно множення позначати через 1 і називати 
одиницею, мультиплікативний зворотний до елемента а елемент – через    
а–1. Під відніманням (а – b) розуміється а + ( –b); під діленням (a / b) 
розуміється b–1а. 

Достатньо відомі такі приклади полів: 
R: множина дійсних чисел; 
С: множина комплексних чисел; 
Q: множина раціональних чисел. 
Усі ці поля містять нескінченну множину елементів. Ми цікавимось 

полями, що містять кінцеве число елементів. Поле з q елементами, якщо 
воно існує, називається кінцевим полем або полем Галуа і позначається 
через GF (q). 

Що являє собою найменше поле? Воно обов'язково містить нульовий 
елемент і одиничний елемент. Насправді цього вже достатньо при таких 
таблицях додавання та множення: 

 

+ 0 1  · 0 1 

0 0 1  0 0 0 

1 1 0  1 0 1 
 

Це поле GF (2). Перевірка показує, що не існує іншого поля з двома 
елементами. Зараз ми наведемо два прості приклади й опишемо їх 
таблицями додавання та множення (віднімання і ділення неявно 
визначаються цими ж таблицями). 

Поле GF(3) = {0, 1, 2} з операціями 
 

+ 0 1 2  · 0 1 2 

0 0 1 2  0 0 0 0 

1 1 2 0  1 0 1 2 

2 2 0 1  2 0 2 1 
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Поле GF (4) = {0, 1, 2, 3} з операціями 
 

+ 0 1 2 3  · 0 1 2 3 

0 0 1 2 3  0 0 0 0 0 

1 1 0 3 2  1 0 1 2 3 

2 2 3 0 1  2 0 2 3 1 

3 3 2 1 0  3 0 3 1 2 
 

Відзначимо, що множення в полі GF (4) не є множенням за модулем 4 і 
додавання не є додаванням за модулем 4. 

Існує багато інших полів Галуа. Навіть для цих прикладів дуже 
маленьких полів не так легко за допомогою простої перевірки встановити, 
що вони мають зазначену структуру.  

Помітимо, що поле GF (2) міститься в GF (4), тому що в полі GF (4) 
два елементи 0 і 1 додаються й множаться так само, як вони додаються і 
множаться в полі GF (2). Однак GF (2) не міститься в GF (3). 

Визначення 4. Нехай F – деяке поле. Підмножина в F називається 
підполем, якщо воно саме є полем відносно наслідуваних із F операцій 
додавання й множення. В цьому випадку вихідне поле F називається 
розширенням поля. 

Для того щоб довести, що підмножина кінцевого поля є підполем, 
необхідно довести тільки, що воно містить ненульовий елемент і що воно 
замкнене відносно додавання та множення. Всі інші необхідні властивості 
наслідуються із F. Зворотні елементу β по додаванню або множенню 
елементи містяться в породженій β циклічній групі відносно операції 
додавання або множення. 

Поле володіє всіма властивостями кільця, а також важливою 
додатковою властивістю – в ньому завжди можливе скорочення. 
Скорочення є слабка форма ділення й означає, що якщо аb = ас, то b = с. 

Теорема 7. Якщо в довільному полі аb = ас і 0≠a , то b = с. 
Доведення. Помножити на а–1. 
Деякі кільця можуть також задовольняти цій умові скорочення, але 

все ж таки не бути полями. Простим прикладом слугує кільце цілих чисел. 
У цьому кільці скорочення можливе, але наведене для теореми 7 доведення 
не проходить, так як в цьому кільці не існує елемента а–1. Кільця, в яких 
завжди можливе скорочення, мають спеціальну назву. 

Визначення 5. Комутативне кільце, в якому b = с, якщо аb = ас  і  
елемент  а  відмінний  від  нуля,  називається  областю цілісності. 

Векторні простори. Відомий приклад векторного простору дає 
тривимірний евклідів простір, що фігурує в багатьох фізичних задачах. 
Його узагальненням є n-вимірний векторний простір над полем дійсних 
чисел. Поняття n-вимірного простору тісно пов'язане з ідеями лінійної 
алгебри і теорії матриць та відіграє важливу роль у багатьох додатках. 
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Для довільного поля можна дати абстрактніше визначення векторних 
просторів. 

Визначення 6. Нехай F – деяке поле. Назвемо елементи із F 
скалярами. Множина V називається векторним простором, і його елементи 
називаються векторами, якщо для пар елементів із V визначена така 
операція векторного додавання (позначається плюсом), а для елементів із V 
і елементів із F визначена така операція множення на скаляри 
(позначається плюсом), що результат виконання операції дає елемент із V, 
причому мають місце такі аксіоми: 

1) V є абелевою групою щодо векторного додавання; 
2) закон дистрибутивності:  для  кожної   пари  векторів  v1,  v2 та 

скаляра с виконується рівність 
с (v1 + v2) = cv1+ c v2; 

3) закон  дистрибутивності: для довільного вектора v і довільних 
скалярів с1 і с2, виконуються рівності  

1v = v     і     (с1 + с2) v = cv1 + cv2; 
4) закон асоціативності:  для  довільного  вектора  v  і довільних 

скалярів с1 і с2 виконується рівність 
(с1 с2) v = c1 (c2v). 

Нульовий елемент із V називається початком координат простору V і 
позначається через 0. 

Відзначимо, що ми використовували символ + двома різними 
способами: для векторного додавання і для додавання в полі. Відзначимо 
також, що ми використовували символ 0 для позначення нульового 
елемента поля і символ 0 для позначення початку координат векторного 
простору. 

Як менш відомий приклад векторного простору V можна назвати 
множину багаточленів від x з коефіцієнтами із GF (q). Векторами цього 
простору слугують багаточлени. Векторне додавання збігається з 
додаванням багаточленів, а множення на скаляр – з множенням 
багаточленів на елементи поля. 

У векторному просторі V сума вигляду 
kkvavavau +++= 2111 , 

де ai – скаляри, називається лінійною комбінацією векторів v1, ..., vk. 
Множина векторів v1, ..., vk називається лінійно залежною, якщо існує 
множина не всіх рівних нулю скалярів {a1, ..., ak}, така, що 

02111 =+++ kkvavava . 
Множина векторів, яка не є лінійно залежною, називається лінійно 
незалежною. Ніякий вектор із множини лінійно незалежних векторів не 
може бути представленим у вигляді лінійної комбінації інших векторів цієї 
множини. Зазначимо, що нульовий вектор 0 не може належати лінійно 
незалежній множині; кожна множина, що містить 0, є лінійно залежною. 
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Про множину векторів говорять, що вона породжує векторний 
простір, якщо кожен вектор простору дорівнює хоча б одній лінійній 
комбінації векторів із цієї множини. Векторний простір, породжуваний 
кінцевою множиною векторів, називається кінцевовимірним векторним 
простором. Ми в першу чергу цікавимось кінцевовимірними векторними 
просторами. 

Теорема 8. Якщо векторний простір V породжений кінцевою 
множиною з k векторів А = { v1, ..., vk } і V містить m лінійно незалежних 
векторів В = { u1, ..., um }, то mk ≥ . 

Доведення. Ми опишемо правило побудови послідовності множин 
A0, А1 А2, ..., Аm, таких, що кожна із множин породжує V, кожна із множин 
містить k елементів, вибраних із A та B, і множина Ar містить u1, ..., ur. 
Таким чином, серед k елементів множини Аm будуть мати місце u1, ..., um, і, 
отже, mk ≥ . 

Тому що ніяка лінійна комбінація векторів із B з ненульовими 
коефіцієнтами не дорівнює нулю, то ніякий елемент із В не може бути 
представлений у вигляді лінійної комбінації інших елементів із В. Якщо 
множина Ar–1 не містить ur  і породжує V, то повинен бути спосіб подання 
ur у вигляді лінійної комбінації елементів з Ar–1 , що включає хоча б один 
вектор із A (скажемо, vj), що не належить множині В. Рівняння, що задає 
цю лінійну комбінацію, можна дозволити відносно vj, представивши vj у 
вигляді лінійної комбінації із ur й інших елементів з Ar–1. 

Ця побудова здійснюється таким чином. Нехай A0 = A. Якщо Ar–1 
містить ur, то вважаємо Ar  = Ar-1; в противному випадку ur не належить 
множині Ar–1, але може бути представлений у вигляді лінійної комбінації 
елементів із Ar–1 , що містить деякий елемент vj із A, що не належить В. 
Множину  Аr утворимо із множини Ar–1  заміною vj на ur. 

Довільний вектор v дорівнює деякій лінійній комбінації елементів з 
Ar–1 і, отже, також елементів із Ar, якщо вилучити вектор vj, 
використовуючи лінійну комбінацію, що зв'язує vj і ur з іншими векторами 
із Ar–1. Отже, множина Ar породжує V, а із Ar–1 ми побудували Ar з 
бажаними властивостями. Таким чином, множина Аm може бути 
побудована, і доведення закінчено. 

Теорема 9. Дві множини лінійно незалежних векторів, що 
породжують той самий векторний простір, містять однакову кількість 
векторів. 

Доведення. Якщо одна множина містить m векторів, а інша k 
векторів, то за теоремою 8 km ≥  і mk ≥ , і, отже, km = . 

Число лінійно незалежних векторів у множині, що породжує 
кінцевовимірний векторний простір V, називається розмірністю простору 
V. Множина k лінійно незалежних векторів, що породжує k-вимірний 
векторний простір, називається базисом цього простору. Згідно з теоремою 
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8, у k-вимірному векторному просторі кожна множина, що містить більше, 
ніж k  векторів, є лінійно залежною. 

Теорема 10. В k-вимірному векторному просторі V будь-які k лінійно 
незалежних векторів утворюють базис простору V. 

Доведення. Нехай {v1, ..., vk} – довільна множина k лінійно 
незалежних векторів із V. Якщо вона не породжує V, то у V знайдеться 
такий вектор v, що він не дорівнює ніякій лінійній комбінації векторів      
v1, ..., vk. Множина {v, v1, ..., vk} містить k + 1 лінійно незалежних векторів з 
V, що суперечить теоремі 8. Отже, множина {v1, ..., vk} породжує V  і є 
базисом. 

Якщо множина лінійно незалежних векторів k-вимірного простору не 
є базисом, то вона повинна містити менше k векторів. Доповнення такої 
множини векторами так, щоб воно перетворилося в базис, називається 
поповненням базису. 

Теорема 11. Задана множина лінійно незалежних векторів у 
кінцевовимірному векторному просторі завжди може бути доповнена до 
множини, що утворює базис. 

Доведення. Якщо дана множина не є базисом, то деякий вектор 
простору не є лінійною комбінацією векторів даної множини. Виберемо 
такий довільний вектор і приєднаємо його до вихідної множини, 
збільшивши об’єм множини на одиницю. Якщо отримана множина все ще 
не є базисом, повторимо процес. Процес обов'язково обірветься, тому що 
число лінійно незалежних векторів у множині не може перевищувати 
розмірність простору. Отримана по завершенню процесу множина векторів 
задовольняє умовам теореми. 

Непуста підмножина векторного простору називається векторним 
підпростором, якщо вона також є векторним простором відносно вихідних 
операцій векторного додавання і множення на скаляр. Відносно операції 
векторного додавання векторний простір є групою, а векторний підпростір 
підгрупою. Щоб установити, що непуста підмножина векторного простору 
утворює підпростір, достатньо перевірити тільки замкненість підмножини 
відносно векторного додавання і множення на скаляри. Замкненість 
відносно множення на скаляри гарантує, що нульовий вектор належить 
підмножині; інші необхідні властивості успадковуються з вихідного 
простору. 

Теорема 12. Множина всіх лінійних комбінацій множини векторів 
{v1, ..., vk} довільного векторного простору V утворює підпростір у V. 

Доведення. Кожна лінійна комбінація векторів v1, ..., vk є вектором із 
V, і тому множина W усіх лінійних комбінацій утворює підмножину 
простору V. Вона не пуста, тому що 0 належить W. Ми повинні показати, 
що W є підпростором. Якщо w = b1v1 + … + bkvk  і    u = c1v1 + … +ckvk – два 
довільних елементи підмножини W, то w + u = (b1 + c1) v1 + … + (bk + ck) vk 
також належить W. Далі, для довільного вектора w скалярне кратне 



 435 

вектору w, aw = ab1v1 + … + abkvk також належить W. Тому що W замкнено 
відносно векторного додавання і множення на скаляр, то воно є векторним 
підпростором. 

Теорема 13. Якщо розмірність векторного підпростору W 
кінцевовимірного векторного простору V дорівнює розмірності V, то         
W = V. 

Доведення. Позначимо розмірність обох просторів через k. Виберемо 
у W базис. Він утворить множину k лінійно незалежних векторів простору 
V, тому є базисом у V. Отже, кожний вектор із W належить також V. 

Для заданого поля F величина (а1, а2, ..., а3), яка складена з елементів 
поля, називається n-послідовністю елементів поля. Відносно операцій 
покомпонентного додавання і покомпонентного множення на скаляри 
множина n-послідовностей елементів поля F утворює векторний простір, 
який позначається через Fn. За допомогою вибору базису v1, ..., vk будь-
який кінцевовимірний векторний простір можна перетворити в простір n-
послідовностей, представляючи кожний вектор v = a1v1 + … +anvn              
n-послідовністю його коефіцієнтів (а1, ..., аn). Отже, ми можемо 
обмежитися розглядом тільки векторних просторів n-послідовностей. 

Скалярний добуток двох n-послідовностей з Fn: 
u = (а1, ..., аn)    і    v = (b1, ..., bn) 

дорівнює скаляру, визначеному так: 
u·v = (а1, ..., аn)·(b1, ..., bn) = a1b1 + … + anbn   . 

Можна відразу ж перевірити, що u·v = v·u,  (cu)·v = с (u·v)  і  w·(u + v) =       
= (w·u) + (w·v). Якщо скалярний добуток двох векторів дорівнює нулю, то 
вони називаються ортогональними. Ненульові вектори  над GF (q) можуть 
бути ортогональні самі собі. Вектор, ортогональний до кожного елемента 
множини, називається ортогональним до множини. 

Теорема 14. Нехай V – векторний простір n-послідовностей над 
деяким полем F, і нехай W – деякий його підпростір. Множина векторів, 
ортогональних до W, також утворить підпростір. 

Доведення. Позначимо через U множину всіх векторів, 
ортогональних до W. Тому що 0 належить U, то U не пуста. Нехай w – 
довільний вектор із W, а u1 і u2 – два довільних вектори із U. Тоді w·u1 =     
= w·u2 = 0   і   w·u1 + w·u2 = 0 = w·(u1 + u2), отже u1 + u2 належить U. Також 
w·(cu1) = c·(w·u1) = 0, і, отже, сu1 і належить U. Таким чином, U є 
підпростором. 

Множина векторів, ортогональних до W, називається ортогональним 
доповненням W і позначається через ⊥W . У випадку кінцевовимірних 
векторних просторів над полем дійсних чисел перетин W і ⊥W  містить 
тільки нульовий вектор, але над полем GF (g) підпростір ⊥W  може мати 
нетривіальний перетин з W або може навіть належати W, або містити W. У 
дійсності можна навіть побудувати приклади підпросторів, які самі є 
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своїми ортогональними доповненнями. Наприклад, в GF2 (2) підпростір 
{00, 11} збігається зі своїм ортогональним доповненням.  

Теорема 15. Вектор, ортогональний до кожного вектора множини, 
що породжує W, належить ортогональному доповненню простору W. 

Доведення. Припустимо, що множина {w1, …, wn} породжує W. 
Вектор w із W можна записати у вигляді w = c1w1 + … + cnwn  ... Тоді 

w u = (c1w1 + … + cnwn )·u = c1w1 u+ … + cnwn u ... 
Якщо u ортогональний до кожного wi, то він ортогональний до кожного w 
із W. 

Якщо розмірність підпростору W у векторному просторі n-
послідовностей дорівнює k, то розмірність ортогонального доповнення ⊥W  
дорівнює kn − .  

Теорема 16. Нехай W – підпростір у просторі n-послідовностей, і 
нехай ⊥W  – його ортогональне доповнення. Тоді W є ортогональне 
доповнення підпростору ⊥W . 

Доведення. Нехай розмірність W дорівнює k. Тоді розмірність ⊥W  
дорівнює kn − , а розмірність ортогонального доповнення простору ⊥W  
дорівнює k. Але кожний вектор із W ортогональний до ⊥W . Отже, W 
міститься в ортогональному доповненні до ⊥W  і має ту ж саму 
розмірність, отже ці підпростори збігаються. 
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ДОДАТОК 3 
 

Основи теорії матриць 
 

Ми коротко викладемо матеріал частково в плані огляду і частково 
для доведення того, що відомі методи залишаються справедливими над 
довільним полем (а іноді навіть над довільним кільцем). 

Визначення 7. ( mn× )-матрицею А над кільцем R називається 
прямокутна таблиця, що складається з n рядків і m стовпців та містить nm 
елементів з кільця R: 
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У більшості додатків кільце R в дійсності є полем, і ми обмежимось цим 
випадком. Як правило, ми будемо розглядати  матриці  над кінцевим  
полем  GF (q). 

Множина елементів ija , для яких номер рядка збігається з номером 
стовпця, називається головною діагоналлю. Якщо n дорівнює m, то матриця 
називається квадратною матрицею. ( nn× )-матриця, всі елементи головної 
діагоналі якої дорівнюють одиничному елементу поля, а інші елементи 
дорівнюють нульовому елементу поля, називається одиничною ( nn× )-
матрицею. Одинична матриця позначається через I. Прикладами 
одиничних матриць є 
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Дві ( mn× )-матриці А і В над полем GF (q) можна додавати за правилом  
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( mn× )-матрицю А можна помножити на елемент поля β за правилом 
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( nl× )-матрицю А можна помножити на ( mn× )-матрицю В, отримавши 
результуючу ( ml × )-матрицю С, за  правилом 
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Цей добуток матриць позначається через 
С = АВ. 

Як легко перевірити, множина квадратних ( nn× )-матриць утворює кільце 
відносно так визначених множення й додавання матриць. Це кільце 
некомутативне, але має одиницю, а саме одиничну ( nn× )-матрицю.  

Матрицю можна розбити  на блоки за правилом  

 

де А11, А12, А21 і А22 – менші матриці, розміри яких очевидним чином 
доповнюють один одного до розмірів матриці А. А саме сума числа рядків 
матриці А11 (або А12) і числа рядків матриці А21 (або А22) дорівнює числу 
рядків матриці А; аналогічне твердження виконується для стовпців. 
Матриці можна перемножити поблочно, а саме якщо 
 
          
 
і С = АВ, то за умови коректного вибору розмірів блоків (коректного в 
тому розумінні, що всі добутки й суми матриць визначені) 
 
 
 
 
Таке розкладання можна отримати як простий наслідок аксіом 
асоціативності та дистрибутивності основного поля. 

Транспонованою до ( mn× )-матриці А називається ( nm× )-матриця 
Ат, така що jiij aa =T . Таким чином, рядками матриці Ат слугують стовпці 
матриці А, а стовпцями матриці Ат слугують рядки матриці А. Зворотною 
до квадратної матриці А називається квадратна матриця А-1 (якщо вона 
існує), така що А-1А = АА-1 = I. Як можна відразу перевірити, множина всіх 
зворотних ( nn× )-матриць утворює групу відносно операції множення. 
Отже, якщо матриця має зворотну, то зворотна матриця єдина. Матриця, 
що має зворотну, називається невиродженою; в противному випадку вона 
називається виродженою. Якщо С = АВ, то за умови, що А і В зворотні,     
С–1 = B–1A–1, тому що (B–1A–1) С = I = С (B–1A–1). Згодом ми побачимо, що 
якщо у А або у В немає зворотної матриці, то й у С немає зворотної 
матриці. 

Визначення 8. Нехай задане поле F. Визначник квадратної ( nn× )-
матриці А для кожного n є функцією на множині всіх ( nn× )-матриць над F 
зі значеннями в полі F, позначається через det (А) і задається формулою 
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det (A) =∑ξ
nniiini aaai ......

211 21  , 
де i1, i2, ..., in – перестановка на множині цілих чисел {1, 2, ..., n}, 

nii ....1
ξ  

дорівнює ±1 залежно від парності чи непарності перестановки, а 
сумарність ведеться за всіма перестановками. 

Непарна перестановка визначається як добуток непарного числа 
транспозицій (транспозицією називається перестановка двох членів). 
Парна перестановка визначається як перестановка, що не може бути 
отримана непарним числом транспозицій. 

Один зі способів зробити це визначення наочним полягає в 
розгляданні множин усіх матриць, які можна отримати з матриці А 
перестановкою рядків. Для кожної з таких матриць візьмемо добуток усіх 
членів, що лежать на головній діагоналі (якщо перестановка була 
непарною, то змінимо знак добутку), і додамо всі отримані таким чином 
добутки. Звичайно, обчислювати таким чином визначник не варто, але це 
дає хороший спосіб установлення властивостей визначників. 

У наведеній нижче теоремі перелічені властивості функції det (А), що 
випливають безпосередньо з її визначення. 

Теорема 17. 
I. Якщо всі елементи деякого рядка квадратної матриці дорівнюють 

нулю, то визначник цієї матриці дорівнює нулю. 
II. Визначник матриці дорівнює визначнику транспонованої матриці. 
III. Якщо два рядки матриці поміняти місцями, то її визначник 

змінить знак. 
IV. Якщо два рядки матриці рівні, то її визначник дорівнює нулю. 
V. Якщо всі елементи одного рядка матриці помножити на елемент 

поля с, то визначник нової матриці буде дорівнювати визначнику  вихідної 
матриці, помноженої на с. 

VI. Якщо, матриці А і В відрізняються тільки i-м рядком, то сума 
їхніх визначників дорівнює визначнику матриці С, i-й рядок якої дорівнює 
сумі i-x рядків матриць А и В, а інші рядки дорівнюють відповідним 
рядкам матриці А або В. 

VII. Якщо до елементів деякого рядка матриці k разів додати 
відповідні елементи деякого іншого її рядка, то визначник матриці не 
зміниться. Доведення: використати властивості (IV), (V) і (VI). 

VIII. Визначник матриці відмінний від нуля тоді й тільки тоді, коли її 
рядки (стовпці) лінійно незалежні. 

Якщо в квадратній матриці видалити рядок і стовпець, що містять 
елемент aij , то визначник квадратної таблиці, що залишилася, 1−n  розміру 
називається мінором елемента aij і позначається через Мij. Алгебраїчне 
доповнення, позначуване тут через Сij, визначається рівністю 

ij
ji

ij MC +−= )1( . 
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Зі способу подання визначника матриці виходить, що алгебраїчне 
доповнення елемента аij є коефіцієнтом при аij в розкладанні визначника: 

det (A) =∑
=

n

k
ikikCa

1
 . 

Це відома формула Лапласа для розкладання визначників. Вона дає вираз 
визначника ( nn× )-матриці через визначники )1()1( −×− nn -матриць. 
Формула розкладання Лапласа лежить в основі рекурентного способу 
обчислення визначників. 

Якщо aik замінити на ajk, то вийде сума ∑
=

n

k
ikjkCa

1
, яка дорівнює 

визначнику нової матриці, отриманої зі старої заміною елементів i-го рядка 
елементами j-го рядка; цей визначник дорівнює нулю, якщо ij ≠ . Таким 
чином, 
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Тому якщо det (А) 0≠  , то матриця А = [аij] має зворотну, яка дорівнює 
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Якщо det (A) = 0, то зворотної матриці не існує. 
Рядки ( mn× )-матриці А над GF (q) можна розглядати як множину   

m-вимірних векторів над GF (q). Простір рядків матриці А визначається як 
множина всіх лінійних комбінацій векторів-рядків матриці А. Розмірність 
простору рядків називається рангом матриці за рядками. Аналогічно 
стовпці матриці А можна розглядати як множину n-вимірних векторів над 
GF (q). Простір стовпців матриці А визначається як множина всіх 
лінійних комбінацій векторів-стовпців матриці А, а розмірність простору 
стовпців називається рангом матриці за стовпцями. Множина всіх 
векторів v, таких як що AvТ = 0, називається нульовим простором матриці 
А. Зрозуміло, що нульовий простір є підпростором  в GFn (q). Зокрема, 
нульовий простір є ортогональним доповненням простору рядків матриці 
А, тому що нульовий простір можна задати як множину всіх векторів, 
ортогональних до всіх векторів простору рядків. 

Елементарними операціями над рядками матриці називаються такі 
дії: 

1. Перестановка двох довільних рядків. 
2. Множення довільного рядка на нульовий елемент поля. 
3. Заміна довільного рядка на суму його самого й деякого кратного 

будь-якого іншого рядка. 
Кожна елементарна операція над рядками зворотна, і зворотна 

операція має такий самий вигляд. Кожна елементарна операція над 
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рядками ( nn× )-матриці А може бути виконана шляхом лівого множення А 
на відповідним чином підібрану так звану елементарну ( nn× )-матрицю F. 
Елементарні матриці визначаються як одна з наступних модифікацій 
одиничної матриці: 

Елементарні операції над рядками використовуються для надання 
матриці стандартного вигляду, названого канонічним ступінчастим 
виглядом і  визначувану таким чином: 

1. Провідний  ненульовий  елемент  кожного  ненульового  рядка 
дорівнює одиниці. 

2. Усі інші елементи кожного стовпця, що містить такий  провідний 
елемент, дорівнюють нулю. 

3. Провідний елемент будь-якого рядка знаходиться правіше будь-
якого  провідного елемента будь-якого розміщеного вище рядка. Нульові  
рядки  розміщені  нижче  всіх  ненульових  рядків. Прикладом матриці, 
приведеної до канонічного ступінчастого вигляду, є 
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Зазначимо, що нульовий рядок розміщений знизу і якщо видалити 
останній рядок, то всі стовпці одиничної ( 33× )-матриці з'являться серед 
стовпців матриці, але в розкиданому вигляді. У загальному випадку, якщо 
є k ненульових рядків і щонайменше така сама кількість стовпців, то 
матриця в канонічному ступінчастому вигляді завжди буде мати всі 
стовпці одиничної матриці розміру k. Окремим випадком канонічної 
ступінчастої форми матриці є матриця вигляду  

[ ]PA I= , 
де I – одинична матриця. За допомогою елементарних операцій над 
рядками кожна матриця, що має щонайменше стільки ж стовпців, скільки й 
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рядків, може бути приведена до канонічного ступінчастого вигляду, але не 
до вказаного вище його окремого випадку. 

Теорема 18. Якщо матриці А і А' отримуються одна з іншої за 
допомогою елементарних операцій, то простори рядків цих матриць 
збігаються. 

Доведення. Кожний рядок з А' є деякою лінійною комбінацією рядків 
матриці А. Отже, кожна лінійна комбінація рядків матриці А' також є 
лінійною комбінацією рядків матриці А, і, таким чином, простір рядків 
матриці А містить простір рядків матриці А'. Але матриця А отримується з 
матриці А' за допомогою зворотних елементарних операцій, і, отже, 
простір рядків матриці А' міститься в просторі рядків матриці А. Таким 
чином, А та А' мають один й той самий простір рядків. 

Теорема 19. Якщо матриці А і А' пов'язані між собою послідовністю 
елементарних операцій над рядками, то будь-яка множина лінійно 
незалежних стовпців у А лінійно незалежна і в А'. 

Доведення. Через те, що для елементарних операцій над рядками 
першого й другого виду теорема очевидна, то досить довести її тільки для 
елементарної операції третього виду. Отже, припустимо, що А' 
отримується із А додаванням кратного рядка α до рядка β. У будь-якій 
лінійно залежній комбінації стовпців матриці А' елементи рядка α повинні 
давати нуль і, отже, не здійснювати ніякого впливу на рядок β. Таким 
чином, розглянута множина стовпців у матриці А також є лінійно залежна. 

Теорема 20. ( nk × )-матриця A, k рядків якої лінійно незалежні, 
містить k лінійно незалежних стовпців. 

Доведення. Приведемо А до канонічного ступінчастого вигляду А'. 
Через те, що рядки лінійно незалежні, то жоден з них не є нульовим. Отже, 
для кожного рядка існує стовпець, елемент якого в цьому рядку дорівнює 
одиниці, а в кожному іншому рядку дорівнює нулю. Множина з k таких 
стовпців матриці А' лінійно незалежна, і, отже, згідно з теоремою 19 ця 
сама множина стовпців лінійно незалежна в А. 

Теорема 21. Ранг матриці А за рядками дорівнює її рангу за 
стовпцями і дорівнює розміру найбільшої квадратної підматриці, 
визначник якої відмінний від нуля. (Тому дана величина називається 
просто рангом матриці.) 

Доведення. Достатньо показати, що ранг матриці А за рядками 
дорівнює розміру найбільшої квадратної підматриці з ненульовим 
визначником. Таке саме доведення стосовно до транспонованої  матриці 
дає доведення твердження для рангу матриці за стовпцями, і, таким чином, 
можна довести, що ранг за рядками дорівнює рангу за стовпцями. 

Підматриця матриці А отримується викиданням з А деякого числа 
рядків і стовпців. Нехай М – невироджена квадратна підматриця матриці А 
найбільшого розміру. Відповідно до теореми 17 (VIII), рядки матриці М 
лінійно незалежні, і, отже, їхнє продовження до рядків матриці А також 
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повинно бути лінійно незалежними. Отже, ранг матриці А за рядками не 
менше розміру матриці М. 

З іншого боку, виберемо довільну множину з k лінійно незалежних 
рядків матриці А. Згідно з теоремою 21, матриця, утворена такими 
рядками, має k лінійно незалежних стовпців. Таким чином, визначник 
матриці, складеної з розміщених на перетині цих k стовпців і цих k рядків 
елементів, буде відмінний від нуля. Отже, розмір найбільшої невиродженої 
підматриці не менше рангу матриці А за рядками. Це завершує доведення. 

Нехай А – квадратна ( nn× )-матриця з ненульовим визначником. 
Тоді, згідно з теоремами 18 і 21, її канонічна ступінчаста форма є ( nn× )-
матрицею, всі рядки якої відмінні від нульового, і, отже, є одиничною 
матрицею. Тому що А може бути отримана з I перетворенням 
послідовності елементарних операцій над рядками, то А можна записати 
через елементарні матриці: 

rFFFA ...21= . 
Теорема 22. Якщо в кільці ( nn× )-матриць над полем F   С = АВ, то 

det (C) = det (A) det (B). 
Доведення. Крок 1. Спочатку покажемо, що якщо det (A) або det (В) 

дорівнюють нулю, то й det (С) дорівнює нулю. Припустимо, що det (В) 
дорівнює нулю; тоді згідно з теоремою 17 (VIII) рядки матриці В лінійно 
залежні. Але рядки матриці С є лінійними комбінаціями рядків матриці В. 
Отже, рядки матриці С лінійно залежні і det (С) дорівнює нулю. 
Аналогічно досліджується випадок, коли det (А) дорівнює нулю.  

Крок 2. Припустимо, що det (А) не дорівнює нулю. Тоді матрицю А 
можна записати у вигляді добутку елементарних матриць: 

А = F1F2 ... Fr. 
Кожна з матриць Fl відповідає елементарній операції над рядками матриці 
А, і, отже, згідно з (III), (V) і (VII) теореми 17, маємо 

det (АВ) = det [(F1F2 ... Fr) В] = det [F1 (F2 , … FrB)] = (det F1) det (F2 … 
… FrB) = (det F1) (det F2) ... (det Fr)(detB). 

При В = I це дає 
det (A) = (det F1) (det F2) ... (det Fr). 

Підставляючи останню рівність у формулу для випадку довільної В, 
отримуємо det (АВ) = det (A) det (В), що й потрібно було довести.  

Один із наслідків цієї теореми полягає в тому, що якщо С = АВ, то 
матриця С зворотна тоді й тільки тоді, коли обидві матриці А і В зворотні, 
тому що квадратна матриця має зворотну тоді й тільки тоді, коли її 
визначник відмінний від нуля. 

Теорема 23. Якщо розмірність підпростору W векторного простору 
всіх n-послідовностей дорівнює k, то розмірність його ортогонального 
доповнення ⊥W  дорівнює kn − . 

Доведення. Нехай {gi, ..., gk} – базис підпростору W;  визначимо 
матрицю G рівністю 
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де рядками є базисні вектори. Ранг цієї матриці дорівнює k, і розмірність 
простору стовпців матриці G дорівнює k. Вектор v належить ⊥W , якщо 

Gv = 0, 
тому що в цьому випадку він ортогональний до кожного базисного 
вектора. Нехай, {h1, ..., hr} – базис підпростору ⊥W . Доповнимо цей базис 
до базису всього простору {h1 ..., hr, f1 ..., ..., fn-r}. Тепер вектор v із простору 
стовпців матриці G запишеться у вигляді v = Gb, де вектор b є деякою 
лінійною комбінацією базисних векторів. Отже, кожний вектор у просторі 
стовпців матриці G повинен записуватися у вигляді лінійної комбінації  
векторів { }TTTTT

rnr GfGfGhGhGh −,,,,,, 121 …… . 
Покажемо тепер, що вектори { }TT

rnGfGf −,,1 …  утворюють базис 
просторів стовпців матриці G. Тому що 0=T

iGf , то ця множина породжує 
простір стовпців матриці G. Далі, ці вектори лінійно незалежні, тому що 
якщо 

0)()( 11 =++ −−
TT

rnrn GfaGfa … , 
то 

0)( 11 =++ −−
TT

rnrn fafaG … , 
і тому а1 = а2 = … = аn-r = 0, оскільки єдиною лінійною комбінацією 
векторів rnff −,,1 … , що належить до нульового простору матриці G, є 
нульовий вектор 0. Отже, { }TT

rnGfGf −,,1 …  утворюють базис простору 
стовпців матриці G. Таким чином, krn =− , що й доводить теорему. 
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ДОДАТОК 4 
 

Таблиця незвідних поліномів та їх періодів 
 

n = 3 L n = 8 L n = 9 L 
1101 7 
n = 4 L 
10011 
11001 
11111 

15 
15 
5 

n = 5 L 
100101 
101001 
101111 
110111 
111011 
111101 

31 
31 
31 
31 
31 
31 

n = 6 L 
1000011 
1001001 
1010111 
1011011 
1100001 
1100111 
1110011 
1110101 

63 
9 
21 
63 
63 
63 
63 
21 

n = 7 L 

100101011 
100101101 
100111001 
100111111 
101001101 
101011111 
101100011 
101100101 
101101001 
101110001 
101110111 
101111011 
110000111 
110001011 
110001101 
110011111 
110100011 
110101001 
110110001 
110111101 
111000011 
111001111 
111010111 
111011101 
111100111 
111110011 
111110101 
111111001 

255 
255 
17 
85 

255 
255 
255 
255 
255 
255 
85 
85 

255 
85 

255 
51 
85 

255 
51 
85 

255 
255 
17 
85 

255 
51 

255 
85 

n = 9 L 

10000011 
10001001 
10001111 
10010001 
10011101 
10100111 
10101011 
10111001 
10111111 
11000001 
11001011 
11010011 
11010101 
11100101 
11101111 
11110001 
11110111 
11111101 

127 
127 
127 
127 
127 
127 
127 
127 
127 
127 
127 
127 
127 
127 
127 
127 
127 
127 

n = 8 L 
100011011 
10011101 

51 
255 

1000000011 
1000010001 
1000010111 
1000011011 
1000100001 
1000101101 
1000100001 
1000101101 
1000110011 
1001001011 
1001011001 
1001011111 
1001100101 
1001101001 

73 
511 
73 

511 
511 
511 
511 
511 
511 
73 

511 
511 
73 

511 

1001101111 
1001110111 
1001111101 
1010000111 
1010010101 
1010011001 
1010100011 
1010100101 
1010101111 
1010110111 
1010111101 
1011001111 
1011010001 
1011011011 
1011110101 
1011111001 
1100000001 
1100010011 
1100010101 
1100011111 
1100100011 
1100110001 
1100111011 
1101001001 
1101001111 
1101011011 
1101100001 
1101101011 
1101101101 
1101110011 
1101111111 
1110000101 
1110001111 
1110100001 
1110110101 
1110111001 
1111000111 
1111001011 
1111001101 
1111010101 
1111011001 
1111100011 
1111101001 
1111111011 

511 
511 
511 
511 
511 
73 

511 
511 
511 
511 
511 
511 
511 
511 
511 
511 
73 

511 
511 
511 
511 
511 
511 
73 

511 
511 
511 
511 
511 
511 
511 
511 
511 
73 

511 
511 
511 
511 
511 
511 
511 
511 
511 
511 



 446 

n = 10 L n = 10 L n = 10 L 
10000001001 
10000001111 
10000011011 
10000011101 
10000100111 
10000101101 
10000110101 
10001000111 
10001010011 
10001100011 
10001100101 
10001101111 
10010000001 
10010001011 
10010011001 
10010101001 
10010101111 
10011000101 
10011001001 
10011010111 
10011100111 
10011101101 
10011110011 
10011111111 
10100001011 
10100001101 
10100011001 
10100011111 
10100100011 
10100110001 
10100111101 
10101000011 
10101010111 
10101100001 
10101100111 
10101101011

1023 
341 
1023 
341 
1023 
1023 
93 

341 
341 
341 
1023 
1023 
1023 
1023 
341 
33 

341 
1023 
341 
1023 
1023 
341 
1023 
1023 
93 

1023 
1023 
341 
1023 
1023 
1023 
1023 
1023 
93 

341 
1023 

10110000101 
10110001111 
10110010111 
10110011011 
10110100001 
10110101011 
10110111001 
10111000001 
10111000111 
10111100101 
10111110111 
10111111011 
11000010011 
11000010101 
11000100011 
11000100101 
11000110001 
11000110111 
11001000011 
11001001111 
11001010001 
11001011011 
11001111001 
11001111111 
11010000101 
11010001001 
11010100111 
11010101101 
11010110101 
11011111111 
11011000001 
11011001101 
11011010011 
11011011111 
11011110111 
11011111101

1023 
1023 
1023 
341 
1023 
341 
341 
341 
1023 
1023 
1023 
1023 
1023 
1023 

33 
1023 
341 
1023 
1023 
1023 
341 
1023 
1023 
1023 

93 
1023 

93 
341 
1023 
341 
1023 
341 
1023 
1023 
341 
1023 

11100001111 
11100010001 
11100010111 
11100011101 
11100100001 
11100101011 
11100110101 
11100111001 
11101000111 
11101001101 
11101010101 
11101011001 
11101100011 
11101111011 
11101111101 
11110000001 
11110000111 
11110001101 
11110010011 
11110101001 
11110110001 
11111000101 
11111011011 
11111101011 
11111110011 
11111111001 
11111111111

341 
341 
1023 
1023 
1023 

93 
341 
1023 
1023 
1023 
1023 
1023 
1023 
341 
1023 
341 
341 
1023 
1023 
341 
1023 
341 
1023 
341 
1023 
1023 

11 
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ДОДАТОК 5 
 

Алгоритми формування кодів Слєпяна 
 

Норма перевірочних символів (n, k)-
код 1 2 3 4 5 6 7 8 
5,2 12 2 1      
6,3 12 12 23      
7,4 134 124 123      
8,4 134 124 123 1234     
9,5 1345 1245 1235 1234     
10,5 1345 1245 1235 1234 12345    
10,6 1345 1245 12356 12346     
11,5 123 124 134 234 125 135   
11,6 13456 12456 12356 12346 12345    
11,7 1345 12457 12356 123467     
12,5 123 124 234 1235 45 1245 1345  
12,6 12456 2356 1346 1345 124 123   
12,7 13456 12456 123567 123467 123457    
12,8 1235678 12346 12457 13458     
13,5 123 124 134 125 135 245 345 12345 
13,6 13456 1256 1246 1236 1245 1235 1234  
13,7 23567 3467 2457 2456 1235 1234   
14,6 1235 1246 1346 156 2346 256 356 456 
14,8 34678 4578 13568 3567 12346 12345   
15,9 2345 1234 245 4789 15789 1459   

16,10 1245 4579 24689 124510 134610 35610   
 

ДОДАТОК 6 
 

Помилки, які виправляються кодами Слєпяна 
 

Число Nr 
помилок, які 

виправляються, 
кратності r 

Число Nr 
помилок, які 

виправляються, 
кратності r 

Число Nr 
помилок, які 

виправляються, 
кратності r 

(n, k)-
код 

N1 N2 N3 

(n, k)-
код 

N1 N2 N3 N4 

(n, k)-
код 

N1 N2 N3 
5,2 5 2  12,5 12 63 52  14,6 14 91 150 
6,3 6 1  12,6 12 50 1  14,8 14 49  
7,4 7   12,7 12 19   15,9 15 48  
8,4 8 7  12,8 12 3   16,10 16 47  
9,5 9 6  13,5 13 78 152 12     

10,5 10 21  13,6 13 72 42      
10,6 10 5  13,7 13 50       
11,5 11 46 6          
11,6 11 20           
11,7 11 4           
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