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1. ВЕКТОРНА АЛГЕБРА

1.1. Вектори. Загальні поняття

Означення. Вектором називається напрямний від-
різок.

Вектори зображуються у вигляді відрізків зі стріл-
ками, які показують напрям вектора.

Позначаються вектори, або ...,,,, EFCDAB  або
...,,, cba
Означення. Довжина напрямленого відрізка нази-

вається модулем вектора.
Означення. Вектор, початок та кінець якого співпадають, називається ну-

льовим вектором та позначається 0 .
Означення. Вектор, модуль якого дорівнює одиниці довжини називається

одиничним вектором або ортом.
Означення. Два вектора називаються рівними, якщо вони мають рівні

модулі та однакові напрями.
Із означення рівності векторів виходить, що при паралельному перене-

сенні вектора отримують вектор, який дорівнює даному.
Означення. Два вектори називаються протилежними, якщо вони мають

рівні модулі та протилежні напрями.
Означення. Вектори називаються колінеарними, якщо вони знаходяться

на паралельних прямих.
Означення. Вектори називаються компланарними, якщо вони знаходять-

ся на прямих, які паралельні одній площині.
Умовимося вважати, що:
1. нульовий вектор колінеарний будь якому вектору;
2. нульовий вектор та будь які два вектори компланарні;
3. нульовий вектор водночас є однаково та протилежно напрямленим

будь якому іншому вектору.

1.2. Лінійні операції над векторами
1.2.1. Додавання векторів

Означення. Сумою векторів ba та  називається
вектор ba  , початок якого співпадає з початком ве-
ктора a , а кінець співпадає з кінцем вектора b
(рис. 2.1,а).

Рисунок 1.1
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Рисунок 1.2,а
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Означення. Сумою векторів ba та , які
мають спільний початок, називається вектор-
діагональ ba   паралелограма, побудованого
на векторах ba та , як на сторонах, і маючий з
ними спільний початок (рис. 1.2,б).

Додавання векторів має такі властивості:
1. Комутативна властивість:

abba  .
2. Властивість поглинання нульового вектора:

aa 0 .
3. Властивість додавання протилежних векторів:

  0 aa .
4. Сполучна властивість:

   cbacba  .

Завдання. Довести влучність цих властивостей.

1.2.2. Віднімання векторів

Означення. Різницею ba  двох векторів ba та  називається такий век-
тор с , який у сумі з вектором b  дорівнює вектору a .

Означення. Різницею ba  векторів ba та
називається вектор с , який з’єднує кінець
від’ємника з кінцем зменшуваного та маючий на-
прям у сторону зменшуваного, при умові, що ве-
ктори ba та  мають спільний початок (рис. 1.3,а).

Означення. Різницею ba  векторів
ba та , маючих спільний початок, називається

вектор-діагональ с  паралелограма, побудованого
на цих векторах, як на сторонах, з’єднуюча їх кі-
нці та маюча напрям у сторону зменшуваного
(рис. 3б).

1.2.3. Множення вектора на число

Означення. Добутком вектора a  на дійсне число λ називається такий век-
тор b , який має той самий напрям, що й вектор a , якщо λ > 0 та протилежний
напрям, якщо λ < 0, до того ж

ba 

a

b

Рисунок 1.2,б
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ab  .
Множення вектора на число має такі властивості:
1. Для будь якого λ слушна рівність

00 .
2. Для будь якого вектора a  слушна рівність

00  a .
3. Добуток вектора a  на (-1) дорівнює протилежному вектору

  aa 1 .
4. Сполучна властивість числових множників

aa )()(  .
5. Розподільна властивість векторного множника відносно суми чисел

aaa  )( .
6. Розподільна властивість числового множника відносно суми векторів

baba  )( .
7. Необхідна та достатня умова колінеарності векторів.
Для того, щоб два вектори ba та  були колінеарні необхідно та достат-

ньо, щоб існувало таке дійсне число λ, що ab  .

Завдання. Довести слушність властивостей 1 – 7.

1.3. Проекція вектора на вісь та її властивості

Означення. Будь яка пряма, на якій указаний
напрям, називається віссю.

Означення. Алгебраїчною прямокутною
проекцією вектора AB  на вісь l називається число,
яке дорівнює довжині вектора 11BA  цієї осі  і міс-
титься між основами перпендикулярів, опущених з
точок А та В на вісь l; це число береться зі знаком
плюс, якщо напрям вектора 11BA  співпадає з на-
прямом осі l і зі знаком мінус у протилежному ви-
падку (рис. 1.4).

Позначення проекції:
пр 11ВААВl  .       (1.1)

Теорема 1. Проекція вектора a  на вісь l дорівнює добутку модуля векто-
ра a  на косинус кута нахилу a  до осі l.

A

B

A1 B1

Рисунок 1.4
l
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Доведення.
По умові, 11прпр ВААВa ll  (рис. 1.5).

Побудуємо пряму АE║l. Із прямокутного трикут-
ника АВE отримаємо:  cosaAE .

Фігура А1АЕВ1 є прямокутник, тому
11BAAE  . Виходить, що

 cosпр aal                        (1.2)

При цьому,  cosпр 11 aBAal , якщо

0 ≤ φ ≤
2
 ;  cosпр 11 aBAal , якщо

2
 ≤ φ ≤  .

Теорема 2. Якщо вектори рівні, то рівні між собою і їх проекції на одну
вісь.

Доведення.
По умові, ba  , тому прямі АВ та СD паралельні, а відрізки CDAB та

рівні між собою (рис. 1.6).
Побудуємо допоміжні прямі АЕ ║ CF пара-

лельні вісі l тоді ΔАВЕ = ΔCDF, тому що
CDAB  , АВЕ = DCF, АВЕ = CDF. Вихо-

дить, що CFAE  .
Фігури А1АЕВ1 та С1CFD1 є прямокутники,

значить, 11BAAE  ; 11DCCF  , а тому

1111 DCBA   або ba ll прпр  .

Примітка. ba  , значить ba та  співнаправлені і їх проекції на вісь l ма-
ють одинакові знаки.

Теорема 3. Проекція суми векторів на вісь l дорівнює сумі проекцій век-
торів на вісь l.

Доведення.
По умові, 11прпр ВААВa ll  , 11прпр CBВCb ll  (рис. 1.7). Побу-

дуємо вектор BCABAC  . Розглянемо
   .прпртапр 111111 CBBABCABBABCAB lll 

B

φ

φA

B1A1 l

Рисунок 1.5
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В залежності від взаємного розміщення
точок А1, В1, С1 можливі різні випадки, які
зображені на рис. 1.7.

Для випадку 1.7,а маємо:

 .прпр

прпрпрпр

11

1111l

baACCA

CBBABCABba

ll

lll





Для випадку 1.7,б маємо:

 .прпр

прпр

11

1111

baACCA

CBBAba

ll

ll





Для випадку 7,в маємо:

 .прпр

прпр 111111

baAC

CACBBAba

ll

ll





Для випадку 7,г маємо:

 .прпр

прпр 111111

baAC

CACBBAba

ll

ll





Таким чином, доведено що
  bаbа lll прпрпр  .   (1.3)

Теорема 4. При множені вектора a  на
число λ його проекція на вісь l множиться на
це саме число.

Доведення.
Побудуємо вектори ABа   та
ACa   (рис. 1.8). Тоді 11пр BAal  ,

11)(пр CAal  . По умові 
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Приклад 1. Дано вектори ba ,  та вісь l. Відомо, що ;35;5  ba

 06);(;30);( 


blal  і вектори a  та b  розміщені по різні сторони від осі l.
Знайти величину кута між вектором )( ba   та віссю l.

Розв'язання.
Використовуючи правило паралелограма

для додавання векторів, побудуємо вектор
)( ba   (рис. 1.9).

.35
2

35
2

3560cos3530cos5

);cos();cos(прпр)(пр







blbalababa lll

У той же час,
)€cos()(пр COEbabal  . Знайдемо || ba 

як довжину діагоналі паралелограма ОАСВ.




EOBAOEAOB  30° + 60° = 90°, тому
паралелограм ОАСВ є прямокутником. Скористаємося теоремою Піфагора сто-
совно до ОBC.

10.10053)(5)()(|| 2222  BCOBOC
Тоді,

.
2
1

10
35

||
)(пр))(;cos( 







ba
babal l

а сам кут (


EOC ) = 60.

Приклад 2. На векторах ba,  та c , як на сторонах, побудовано паралеле-
піпед. Виразити через вектори cba ,,  діагоналі паралелепіпеда, бокових граней

та основи, які мають спільний початок з векто-
рами cba ,, .

Розв'язання.
1) Розглянемо паралелограм ОВМА, який

лежить у основі паралелепіпеда (рис. 1.10).
Тоді baOBOAOM  .

2) Бокові грані подані паралелограмами
OADC та ОВЕС.

Значить, ;caOCOAOD 
cbOCOBOE  .

ba 
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Рисунок 1.9

Рисунок 1.10
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1.4. Лінійна залежність та незалежність векторів

Означення. Лінійною комбінацією векторів nlll ,...,, 21  називається вектор,

nn lll  ...2211 ,
де ),...,2,1( nkk  – дійсні числа, які називаються коефіцієнтами лінійної комбі-
нації.

Означення. Вектори nlll ,...,, 21  називаються лінійно залежними, якщо рів-
ність нулю їх лінійної комбінації можлива лише при умові, що хоча б один з
коефіцієнтів лінійної комбінації дорівнює нулю, тобто

0
1




n

k
kk b  при 0

1

2 


n

k
k

.

Означення. Вектори nlll ,...,, 21  називаються лінійно незалежними, якщо
рівність нулю їх лінійної комбінації можлива лише при умові, що усі коефіцієн-
ти лінійної комбінації дорівнюють нулю, тобто

0
1




n

k
kk l при 0

1

2 


n

k
k

.

Теорема 1. Якщо хоча б один із векторів nlll ,...,, 21  є нульовий вектор, то
такі вектори лінійно залежні.

Доведення.
Нехай 01 l . Складемо таку нульову лінійну комбінацію з коефіцієнтами

0...,0 321  n :
00...00 3211  nllll .

У зв'язку з тим, що 01  , вектори nlll ,...,, 21  лінійно залежні.

Теорема 2. Якщо серед векторів nlll ,...,, 21 є  лінійно залежних векторів,
то вектори nlll ,...,, 21 – лінійно залежні.

Доведення. Нехай вектори nlll ,...,, 21  лінійно залежні, тобто

nn lll  ...2211  при 



n

k
k

1

2 0 . Складемо нульову лінійну комбінацію:

00...0... 2212211   npppp llllll .
У цій лінійній комбінації згідно з умовою є хоча б один коефіцієнт, який

відрізняється від нуля, виходить, вектори nlll ,...,, 21  лінійно залежні.

Теорема 3. Для того, щоб два вектори були лінійно залежні необхідно та
достатньо, щоб вони були колінеарні.
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Доведення
1. Необхідність. Нехай 21 та ll – лінійно залежні. Доведемо, що вони

колінеарні. Згідно з умовою 0011  nll  де один з коефіцієнтів відрізняється

від нуля. Нехай 01  . Тоді, 2
1

2
1 ll




 .

Позначимо k











1

2 , a 21 lkl  , що і доводить колінеарність векторів 1l

та 2l .
2. Достатність. Нехай 1l  та 2l  колінеарні. Доведемо, що вони лінійно

залежні. Згідно з умовою 21 || ll , значить, існує таке число k, що 21 lkl   або
0)(1 21  lkl . Виходить, вектори 1l  та 2l  лінійно залежні.

Висновок. Для того, щоб два вектори були лінійно незалежні необхідно і
достатньо, щоб вони були неколінеарні.

Теорема 4. Для того, щоб три вектори були лінійно залежні необхідно та
достатньо, щоб вони були компланарні.

Доведення.
1. Необхідність. Нехай вектори nlll ,...,, 21 лінійно залежні. Доведемо, що

вони компланарні. Згідно з умовою 0332211  lll  при 



n

k
k

1

2 0 .

Покладемо, що 03  , тоді 2
3

2
3

3

1
3 lll








 . Позначимо,

3

2
2

3

1
1 ;








 kk . Тоді 22113 lklkl  .

Остання рівність говорить про те, що вектор 3l , як сума векторів 11lk  та

22 lk  співпадає з діагоналлю, побудованою на векторах 11lk  та 22 lk . У зв'язку з
тим, що вектори 11lk  та 22 lk  колінеарні відповідно векторам 1l  та 2l , то  векто-
ри 321 ,, lll  належать одній площині, тобто, компланарні.

2. Достатність. Нехай вектори 321 ,, lll  компланарні. Доведемо, що во-
ни лінійно залежні. Якщо серед векторів 321 ,, lll є колоніарі, то по теоремі 2
вектори 321 ,, lll  лінійно залежні. Будемо тепер вважати, що серед векторів

321 ,, lll  немає колінеарних. Побудуємо ці вектори від одного початку (рис. 1.11).
З кінця вектора 3l   проведемо прямі, які паралельні відповідно векторам 1l  та
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2l . Внаслідок такої побудови отримаємо паралелограм
ОА1ЕВ1. Вектор ОА1|| 1l , вектор ОВ1|| 2l  тоді, вочевидь,
існують такі числа k1, k2, що 101 lkOA  ; 201 lkOB  ;

22113 lklkl   або 0)1( 32211  llklk , з чого і вихо-
дить лінійна залежність векторів.

Висновок 1. Для того, щоб три вектори були ліній-
но-незалежні необхідно та достатньо, щоб вони некомпланарні.

Висновок 2. Серед трьох некомпланарних векторів не може бути двох ко-
лінеарних векторів.

Теорема 5. Будь-які чотири вектора лінійно-залежні.
Доведення. Нехай серед векторів

4321 ,,, llll  є три компланарні вектора. Тоді
по теоремам 2 та 3, вектори 4321 ,,, llll  ліній-
но залежні. Тепер будемо вважати, що серед
векторів 4321 ,,, llll  немає компланарних.
Побудуємо вектори 4321 ,,, llll  від однієї то-
чки О (рис. 1.12).

З кінця вектора проведемо пряму, па-
ралельну вектору 4l  до перетину з  площи-
ною, у якій лежать вектори 2l  та 3l . З отри-
маної внаслідок такого побудування точки
D  проведемо прямі, паралельні векторам 2l
та 3l . Точки їх  перетину з прямими, на яких лежать вектори 2l  та 3l , позначи-
мо відповідно D2  та D3. З кінця вектора 4l  проведемо пряму, паралельну векто-
ру OD  до перетину з прямою, на якій лежить вектор 1l . Точку їх перетину по-
значимо D1. Тоді, якщо позначити 44332211 OllOllOllOll  , то, внаслі-
док колінеарності векторів, отримаємо: 333222111 ;, lODlODlOD  . За
правилом додавання векторів 44 DlODOD  . Але якщо 32 ODODOD  ,

14 ODDl  , то 3214 ODODODOD  . Значить, 3322114 llll  , або
0)1( 32211  lll , що і доводить лінійну залежність векторів 4321 ,,, llll .

1.5. Базис на площині та у просторі

Означення. Базисом на площині називаються будь-які два лінійно неза-
лежних  вектори цієї площини, вибрані в означеному порядку.

Рисунок 1.11

2l

Рисунок 1.12
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Означення. Базисом у просторі називаються три лінійно-незалежні век-
тори, вибрані у означеному порядку.

Теорема 1. Якщо на площині вектори 1l  та 2l  утворюють базис, то будь
який компланарний з ним вектор a , можливо єдиним образом подати у вигляді
лінійної комбінації базисних векторів.

Доведення. Можливість подати вектор a  у вигляді

2211 lla     (1.4)
була доведена у теоремі 4 п. 1.4. Доведемо тепер, що розкладання (1.4) єдине.
Для цього покладемо, що має місце рівність

2211 lla  .                            (5)
Почленно віднімаючи від рівності (1.5) рівність (1.4), отримаємо нульову

лінійну комбінацію
222111 )()(0 ll  .                                          (6)

За умовою вектори 1l  та 2l  лінійно незалежні, тому рівність (1.6) можли-
ва лише у тому разі, коли

011   та 022  ,
це рівносильне рівнянням 2211 ;  , що і треба було довести.

Теорема 2. Якщо у просторі вектори 321 ,, lll  утворюють базис, то будь-
який вектор а  простору можливо єдиним образом подати у вигляді їх лінійної
комбінації.

Доведення. Можливість подати вектор a  у вигляді
332211 llla       (1.7)

була доведена у теоремі 5 п. 1.4.
Доведемо тепер, що це розкладання єдине. Для цього покладемо, що має

місце рівність
332211 llla  .     (1.8)

Віднімаючи почленно рівність (1.8) від рівності (1.7), отримаємо нульову
лінійну комбінацію

333222111 )()()(0 lll  . (1.9)
За умовою, вектори 321 ,, lll  лінійно незалежні, тому рівність (1.9) можли-

ва лише у тому разі, коли 0,0,0 332211   або
332211 ,,  . Таким чином, доведемо, що розкладання (1.7) єдине.

Означення. Якщо вектори 1l та 2l  утворюють базис, а вектор

2211 lla  , то числа 21;  називаються координатами вектора a  у базисі

21,ll ; при цьому використовують позначення



13

};{ 21 a  або .
2

1











a

Означення. Якщо вектори 321 ,, lll  утворюють базис, а вектор

332211 llla  , то числа 321 ,,   називаються координатами вектора a  у
базисі 321 ,, lll  при цьому використовується позначення

};;{ 321 a  або .

3

2

1





















a

Базисів на площині і у просторі існує нескінченна множина. Один і той
самий вектор у різних базисах має різні координати.

Означення. Два вектори у одному базисі називаються рівними, якщо рів-
ні їх відповідні координати.

Для зручності умовимося використовувати базис, який називається орто-
нормованим базисом.

Означення. Базис, утворений одиничними, взаємно перпендикулярними
векторами, називається ортонормованим базисом.

Ортономовані базиси у просторі бувають лівоорієнтованими та правоорі-
єнтованими. Якщо при спостереженні з кінця вектора k  найкоротший поворот
від вектора i  до вектора j  відбувається у напрямі проти годинникової стрілки,
то базис називається правоорієнтованим, а якщо за годинниковою стрілкою – то
лівоорієнтованим (рис. 1.13)

Рисунок 1.13

Координати вектора у ортонормованому базисі дорівнюють проекціям
вектора на напрям базисних векторів.

i j
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1.6. Лінійні операції над векторами, які подані у координатній формі

Теорема 1. При множенні вектора на число усі його координати мно-
жаться на це число.

Доведення. Нехай у базисі 321 ,, lll  вектор };;{ 321 a . Це означає, що

332211 llla  . Помножимо обидві частини цієї рівності на . Тоді
},,{ 321332211  llla ,

що і треба було довести.

Висновок. Для того, щоб два вектори були колінеарні необхідно та доста-
тньо, щоб їх координати були пропорційні.

Доведення.
1. Необхідність. Нехай },,{},,,{ 321321 bbbbaaaa   та ba || . Доведемо,

що
3

3

2

2

1

1

b
a

b
a

b
a

  Вектори a  та b  колінеарні, тому існує таке число , що ba  .

Значить, відповідні координати векторів a  та b  рівні між собою, тобто

332211 ,, bababa   або
3

3

2

2

1

1

b
a

b
a

b
a



2. Достатність. Нехай },,{},,,{ 321321 bbbbaaaa  , причому


3

3

2

2

1

1

b
a

b
a

b
a . Доведемо, що вектори a  та b  колінеарні. За умовою,

332211 ,, bababa  . Значить,
 },,{},,{ 321321 bbbaaaa bbbb  },,{ 321 ,

що і доводить колінеарність векторів a  та b .

Теорема 2. При додаванні векторів додаються їх відповідні координати.
Доведення. Нехай },,{},,,{ 321321 bbbbaaaa   або

kajaiaa 321  ,  (1.10)
kbjbibb 321  .  (1.11)

Складемо почленно рівності (1.10) та (1.11)
kbajbaibaba )()()( 332211 

або
};;{ 332211 babababa  ,

що і треба було довести.

Висновок. При відніманні векторів віднімаються їх відповідні координа-
ти.
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1.7. Декартова прямокутна система координат. Формули ділення від-
різка у заданному відношенні

1.7.1. Декартова прямокутна система координат

Означення. Сукупність точки О та ор-
тонормованого базиса називається прямокут-
ною декартовою системою координат. Осі OX,
OY, OZ називаються відповідно віссю абсцис,
ординат та аплікат, а точка О називається по-
чатком координат (рис. 1.14,а).

Розглянемо довільну точку М  Вектор
OM  називається радіус-вектором точки М по
відношенню до точки О.

Означення. Координати радіус-вектора
точки М по відношенню до точки О назива-
ються декартовими координатами точки М у
декартовій системі координат та позначаються
M(x, y, z). Аналогічно позначаються декартові
координати точки на площині: М(х, у).

Розглянемо тепер вектор AB , заданий то-
чками A(x1, y1, z1) та B(x1, y1, z1). Знайдемо його
координати. Для цього побудуємо вектори

},,{ 111 zyxOA   та },,{ 222 zyxOB   (рис. 14,б).
Вектор OAOBAB  , тому по висновку

з теореми 2 п. 1.6 },,{ 121212 zzyyxxAB  .
Таким чином, для того, щоб знайти координати
вектора, знаючи координати його початку та
кінця, треба від координат кінця відняти відпо-
відні координати початку.

Приклад 3. Дано вектори a  = {4; -3; 2}
та b  = {5; 1; -6}. Знайти координати вектора

bac 43   та координати вектора d , який має протилежний напрямок по від-
ношенню до вектора c  і в п'ять разів довше за вектор c .

Розв'язання. Знайдемо координати векторів a3  та b4

}.24;4;20{)}6(4;14;54{3

},6;9;12{}23);3(3;43{3





b
a

Тоді

Рисунок 1.14,а

Рисунок 1.14,б
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y

z

O

x

Рисунок 1.15

}.150;65;40{)}30()5();13()5();8()5{(5

},30;13;8{)}24(6;49;2012{43





cd
bac

1.7.2.Формули ділення відрізка у заданому відношенні

Нехай дано відрізок АВ, де А(х1, y1, z1), В(х2,
y2, z2) (рис. 1.15). Знайдемо на відрізку таку точку
M(x; y; z), яка поділяє відрізок АВ у відношенні ,
тобто AM : MB = . Розглянемо вектори

},,{ 111 zyxOA  , },,{ 222 zyxOВ  , },,{ zyxOМ   та
вектори МВAМ , . Вочевидь, що OAOMAМ  ;

OMOBМB  .

За умовою, 
MB
AM  або  MBAM . Тоді,

)( OAOBOAOM  ; OAOBOAOM  ,

OBAOOM  )1( ,




1

OBOAOM .

Оскільки лінійні операції над векторами пе-
реносяться і на їх координати, одержуєм формули:













1

,
1

,
1

212121 zzzyyyxxx ,       (1.12)

які називаються формулами ділення відрізка у даному відношенні. Зокрема, ко-
ли відрізок точкою М поділяється навпіл, то  = 1, а формули набувають вигля-
ду:

2
,

2
,

2
212121 zzzyyyxxx 







 . (1.13)

Зауваження. Число  може бути будь-яким, окрім  = -1. Якщо  – число
відємне, то це означає, що точка М знаходиться на прямій АВ, але поза відріз-
ком АВ.

1.8. Скалярний добуток двох векторів

1.8.1. Означення скалярного добутку
Означення. Кутом між векторами ba,  називається найменший з кутів ,

на який треба повернути промінь, який проходить через вектор a  до  зустрічі з
променем, який проходить через вектор b , якщо обидва вектори мають спіль-
ний початок (0    ).
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Означення 1. Скалярним добутком ba   двох векторів a  та b  називаєть-
ся число, яке дорівнює добутку модулів цих векторів на косинус кута між ними,
тобто

 cos|||| baba . (1.14)
Означення 2. Скалярним добутком ba   двох векторів a  та b  називаєть-

ся число, яке дорівнює добутку модуля одного з векторів на проекцію іншого
вектора на вісь, що визначається першим з указаних векторів, тобто

baba апр||  .             (1.15)

abba bпр||  .             (1.16)

Зауваження. Означення 1 та 2 еквівалентні.

1.8.2. Геометричні властивості скалярного добутку

Теорема. Для того, щоб два ненульових вектори були перпендикулярні
необхідно та достатньо, щоб їх скалярний добуток дорівнював нулю.

Доведення.
1. Необхідність. Нехай вектори a  та bЬ перпендикулярні. Доведемо, що
0ba  за означенням 090cos||||  baba .
2. Достатність. Нехай 0ba . Доведемо, що a  та b  перпендикулярні. За

умовою, 0cos||||  baba . Але у зв'язку з тим, що 0||,0||  ba , вочевидь,

cos = 0, а значить,
2


 .

1.8.2. Алгебраїчні властивості скалярного добутку

1. Комутативна властивість. Для будь-яких векторів a  та b  слушна рі-
вність

abba  .
2. Сполучна властивість відносно числового множника. Для будь-яких

векторів a  та b   і дійсного числа  слушна рівність
)()( baba  .

3. Розподільна властивість відносно суми векторів. Для будь яких векто-
рів cba ,,  слушна рівність

cbcacba  )( .
4. Скалярний добуток ненульового вектора самого на себе завжди дода-

тній, тобто
0|| 2 aaa .
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1.9. Скалярний добуток векторів, який виражається через координа-
ти векторів множників

1.9.1. Скалярний добуток векторів у координатній формі

Теорема. Якщо вектори задані декартовими прямокутними координата-
ми, то їх скалярний добуток дорівнює сумі добутків однойменних координат.

Доведення. Нехай маємо вектори
};;{ат};;{ kbjbibbbbbkajaiaaaaa zyxzyxzyxzyx  .

Тоді

.

))((

kkbajkbaikbakjbajjbaijba

kibajibaiibakbjbibkajaiaba

zzyzxzzyyyxy

zxyxxxzyxzyx





Приймаючи до уваги, що
1|| 2 iii , 0 ji , 0 ij ,

1|| 2 jjj , 0 ki , 0 ik ,
1|| 2 kkk , 0 kj , 0 jk ,

отримаємо
zzyyxx babababa  . (1.17)

1.9.2. Необхідна та достатня умова перпендикулярності двох векторів
у координатній формі.

Теорема. Для того, щоб два ненульових вектори були перпендикулярні
необхідно та достатньо, щоб сума добутків їх однойменних координат дорів-
нювала нулю.

Доведення.
1. Необхідність. Нехай вектори };;{та};;{ zyxzyx bbbbaaaa  перпен-

дикулярні. Доведемо, що 0 zxyxxx bababa . За умовою ba  , значить,
0ba , тобто

0 zxyxxx bababa .

2. Достатність. Нехай 0 zxyxxx bababa . Доведемо, що ba  . За
умовою, 0 zxyxxx bababa , тобто, 0ba . Внаслідок геометричних власти-
востей скалярного добутку маємо ba  .
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1.9.3. Формула для визначення кута між двома векторами

Відомо, що  cos|||| baba . Звідси,

||||
cos

ba
ba






або

.cos
222222
zyxzyx

bbbaaa

bababa zzyyxx




        (1.18)

1.9.4. Напрямні косинуси вектора та їх загальна властивість

Означення. Якщо вектор a  утворює з осями OX, OY, OZ кути,  відповідно
дорівнюють , , , то числа cos, cos, cos називаються напрямними косину-
сами вектора а.

Вочевидь, що кути, які вектор а  утворює з осями координат, це кути, які
вектор a  утворює з базисними векторами kji ,, . Вектори kji ,,  можна задати за
допомогою координат:

     .1;0;0,0;1;0,0;0;1  kji
Тоді

,),cos(cos
222
zyx

x

aaa
aiaa






,),cos(cos
222
zyx

y

aaa

a
ja






.),cos(cos
222
zyx

z

aaa
aka






Звідси,

     

  .1

coscoscos

2222

222

222

2

2222

2

2222

2
222


















zyx

zyx

zyx

z

zyx

y

zyx

x

aaa

aaa

aaa
a

aaa

a

aaa

a

Таким чином, отримана формула
1coscoscos 222  . (1.19)

Це і є загальна властивість напрямних косинусів.
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1.9.5. Проекція вектора на вісь

За означенням, скалярного добутку виходить, що
a

baba


пр  або

222
пр

zyx

zzyyxx
a aaa

bababa
b




 . (1.20)

1.9.6. Механічний зміст скалярного добутку

Нехай матеріальна точка переміщується із стану
М у стан М1 під дією сили cF  (рис. 1.16). Тоді, якщо мо-
дуль вектора SММ 1 , а кут між векторами F  та

1MM дорівнює , то, як відомо, робота, яку виконує си-
ла F , знаходиться за формулою:

 cos|| SFA ,
або

SFA  .      (1.21)
Таким чином, робота А дорівнює скалярному добутку вектора сили на ве-

ктор переміщення.

1.11. Векторний добуток двох векторів

1.11.1. Означення векторного добутку векторів

Означення. Векторним добутком ba   двох векторів ba та  називається
такий вектор L , який задовольняє  умовам:

1) вектор L  перпендикулярний до векторів ba та ;
2) вектор L  має такий напрямок, що при спостереженні з кінця вектора

L , найкоротший поворот від вектора a  до вектора b  відбувається  у напрямку
проти годинникової стрілки;

3) модуль вектора L  дорівнює добутку модулів векторів-співмножників
на синус кута між ними, тобто,

 sin|||||| baL .

1.11.2. Геометричні властивості векторного добутку

1) Необхідна та достатня умова колінеарності двох векторів у вектор-
ній формі.

Рисунок 1.16
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Теорема. Для того, щоб два ненульових вектори були колінеарні необхід-
но та достатньо, щоб їх векторний добуток дорівнював нулю.

1. Необхідність
Дано: ba || .
Довести: 0 ba .
Доведення

За умовою, ba || , тому кут між ними  = 0° або   = 180°, тоді,
0;0sin||||  bababa .

2. Достатність. Дано: 0 ba ,
Довести: ba || .
Доведення.
За умовою 0 ba . Значить, 0||  ba , тобто, 0sin|||| ba . Але

,0||,0||  ba  тому sin = 0, а  = 0° або  = 180°.

2) Модуль векторного добутку 0 ba  чисельно дорівнює площі S пара-
лелограма, побудованого на  векторах ba та , що виходять з однієї точки, на
сторонах.

Доведення.
Із означення векторного добу-

тку виходить, що  sin|||||| baL
(рис. 1.17).

Відомо також, що площа пара-
лелограма ОАСВ знаходиться по фо-
рмулі  sin|||| baS . Тому виходить,
що || baS   (од. кв.).

1.11.3. Алгебраїчні властивості векторного добутку

1) Антиперестановочна властивість.
Для будь-яких векторів ba та  слушна рівність:

)( baba  .
2) Сполучна властивість чисельного множника.
Для будь-яких векторів ba та  і дійсного числа  слушна рівність:

)()( baba  .

В С

Рисунок 1.17
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3) Розподільна властивість відносно суми векторів.
Для будь-яких векторів сba ,,  слушна рівність:

cbсaсba  )( .
4) Векторний добуток будь-якого вектора на самого себе дорівнює нульо-

вому вектору, тобто,
0 aa .

1.12. Векторний добуток векторів, який виражається через координа-
ти векторів множників

Теорема. Якщо вектори ba та  задані декартовими прямокутними коор-
динатами },{},,{ zyxzyx b,bbba,aaa  , то їх векторний добуток знаходиться за
формулою

.

zyx

zyx

bbb
aaa
kji

ba     (1.22)

Доведення.
Користуючись означенням векторного добутку, знайдемо векторні добут-

ки базисних векторів.
0 ii ; kij  ; jik  ;
kji  ; 0 jj ; ijk  ;

jki  ; ikj  ; 0 kk .
Подамо вектори ba та  розкладеними по базису

kbjbibbkajaiaa xyxxyx  , .
Тоді,

.)()(

)(

)()(

kbabajbaba

ibabaibajbaibakbajbakba

kkbajkbaikbakjbajjbaijba

kibajibaiibakbjbibkajaiaba

xyyxzxxz

yzzyyzxzzyxyzxyx

zzyzxzzyyyyy

zxyxxxxyxxyx









Використовуючи символ визначника, останній результат подамо у вигля-
ді:

.k
bb
aa

j
bb
aa

i
bb
aa

ba
yx

yx

zz

zz

zy

zy 

Розглядаючи праву частину цієї рівності як розкладання визначника
ІІІ порядку по елементам І рядка, отримаємо формулу:
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.

zyx

zyx

bbb
aaa
kji

ba        (1.23)

1.13. Застосування векторного добутку векторів у геометрії, фізиці

1. Якщо вектори    zyxzyx bbbbaaaa ,,та,,   задані декартовими
прямокутними координатами, то площа паралелограма, побудованого на  век-
торах ba та , що мають спільний початок, як на сторонах, знаходиться за фор-
мулою

222

yx

yx

xz

xz

zy

zy

bb
aa

bb
aa

bb
aa

S  .    (1.24)

Дійсно, відомо, що || baS   і що














yx

yx

xz

xz

zy

zy

bb
aa

bb
aa

bb
aa

ba ;; ,

тому
222

||
yx

yx

xz

xz

zy

zy

bb
aa

bb
aa

bb
aa

baS  .

2. Якщо вектори    zyxzyx bbbbaaaa ,,та,,   задані декартовими
прямокутними координатами, то площа трикутника, побудованого на маючих
спільний початок векторах, як на сторонах, знаходиться за формулою:

222

2
1

yx

yx

xz

xz

zy

zy

bb
aa

bb
aa

bb
aa

S  .      (1.25)

Слушність цієї формули
виходить з того, що площа три-
кутника ОАВ дорівнює половині
площі паралелограма ОАСВ
(рис. 1.18).

3. Момент сили відносно
точки. Нехай у деякій точці В
прикладена сила F . Моментом
сили F , прикладеної у точці В,

В С

АО

b

a
Рисунок 1.18
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відносно довільної точки А (рис. 1.19,а) називається вектор, який дорівнює до-
бутку радіуса-вектора АВ на вектор сили F :

,)(

zyx

zyxBA

FFF
rrr
kji

FrFM 

якщо };;{},;;{ zyxzyx FFFFrrrr  .

а) б)
Рисунок 1.19

Приклад 4. Сила F  = {1; 2; 3} прикладена у точці В(3;4;5). Знайти мо-
мент сили F  відносно точки А(1;2;3)

Розвязання. ABrB   = {2;2;2}. Тоді,

.422
231
222)( kji
kji

FFF
rrr
kji

FM

zyx

zyxA 

4. Момент сил, які діють на диполь,
Момент сил, які діють на диполь (рис. 1.19,б) у однорідному зовнішньому

електричному полі, позначається у фізиці, електротехніці за допомогою векто-
рного добутку таким чином:

;ЕРМ Д  ,sin EPM D ,

де P  = q l – вектор електричного моменту диполя, вектор l = 21QQ прямує від
від'ємного до додатного заряду диполя, E – вектор напруженості електричного
поля. Цей момент можна записати і інакше, у відповідності з його механічним
змістом, як момент пари сил 1f  та 2f  взаємодії точкових зарядів 1q  та 2q  із зо-
внішнім електричним полем

В

МА

El

Q1

Q2
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kD flM  , k = 1, 2.
Вектор l прямує до точки прикладання сили kkk qEqf , – заряд зі своїм

знаком.
5. Сила, що діє на провідник зі струмом у магнітному полі. Ця сила дорі-

внює

2)(
1)(
c

HlIF l   або ,2)( c
HIF l




де с – електродинамічна стала; I – вектор сили струму,
що проходить у провіднику; H – вектор напруженості
магнітного поля, у якому рухається провідник; довжи-
ною l напрямок вектора l ; співпадає з напрямком
струму); )(lF – сила, що діє на провідник одиночної до-
вжини (рис. 1.20).

6. Деякі характеристики електромагнітних полів. У ході вивчення зако-
номірностей розповсюдження електромагнітних хвиль у однорідній ізотропній
середі можна за допомогою векторного добутку визначити такі векторні вели-
чини, як швидкість v  розповсюдження хвилі

,HEv 
де E  та H – вектори напруженості відпо-
відно електричного та магнітного полів;
вектор щільності потоку енергії, перено-
симої полем (вектор Пойтинга):




4
cP ,

4
)( vcHE




де с – швидкість розповсюдження елект-
ромагнітних хвиль у порожнині
(рис. 1.21,б) Формула слушна у змішаній
або гаусовій системі одиниць.

7. Швидкість довільної точки обертаючогося тіла. Якщо тіло обертається
відносно нерухомої точки О (рис. 1.22), то у будь-
який час вектор   кутової швидкості обертання
співпадає по напрямку із миттєвою віссю обертання
М, яка проходить через нерухому точку О. У цьому
випадку лінійну швидкість довільної точки М тіла,
яка розміщується поза віссю l, можна визначити за
допомогою векторного добутку векторів   та :)(Mr

.sin,  rvr mm

Рисунок 1.20

Рисунок 1.21

а) б)

Рисунок 1.22
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1.14. Мішаний добуток трьох векторів

1.14.1. Означення мішаного добутку

Означення. Мішаним добутком   cba   трьох векторів називається чис-
ло, що дорівнює скалярному добутку вектора  ba   на вектор c .

1.14.2. Геометричні властивості мішаного добутку

1. Мішаний добуток   cba   трьох некомпланарних векторів дорівнює
об’єму паралелепіпеда, побудованого на векторах cba ,,  зі спільним початком з
точністю до знака.

Доведення
   coscbacba , де  – кут між векторами baL   та вектором

c . Розглянемо тепер паралелепіпед, побудований на векторах cba ,, , як на сто-
ронах (рис. 1.23, рис. 1.24).

Площа основи визначається за допомогою векторного добутку
baS  .

Побудуємо вектор baL  .
Вочевидь, що для правої трійки векторів (рис. 1.23).

  hcLcc  Lпр,cos ,
а для лівої трійки векторів (рис. 1.24)

  hcLcc  Lпр,cos
Об’єм паралелепіпеда знаходиться за формулою hSV  , тому

  cbaV                                                   (1.26)

Рисунок 1.24

L

b
L

a

L

a
b

с

Рисунок 1.23
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2. Об’єм тетраедра, побудованого на трьох векторах cba ,, , які мають спі-
льний початок, як на сторонах, визначається за формулою

  cbaV 
6
1 .                                               (1.27)

Слушність властивості виходить із того, що паралелепіпед, побудований
на векторах cba ,, , як на сторонах, рівновеликий з шістьма тетраедрами, побу-
дованими на векторах cba ,, , як на сторонах, якщо ці вектори мають спільний
початок.

3. Необхідна та достатня умова компланарності трьох векторів.
Для того, щоб три вектори були компланарні необхідно та достатньо, щоб

їх мішаний добуток дорівнював нулю.

Доведення
1. Необхідність. Нехай вектори cba ,,  компланарні. Доведемо, що

  0 cba . Вектори компланарні, якщо серед них є нульовий вектор. Але у
цьому разі   0 cba . Вектори також компланарні, якщо серед них є колінеа-
рні вектори. Наприклад, якщо a ║b , то 0 ba  і тоді   0 cba . Якщо ж
a ║c , то   cLba   і тому   0 cba .

У загальному випадку, якщо вектори cba ,,  компланарні, то   Lba  ,
вектор L  перпендикулярний площині, яка містить вектори a  та b , але так як
вектор c  паралельний тій же площині, що сL  і тому   0 cba .Таким чи-
ном, якщо вектори компланарні, то мішаний добуток векторів дорівнює нулю.

2. Достатність. Нехай мішаний добуток векторів дорівнює нулю. Вихо-
дить, що

        0,cos,sin,cos  cLcbabacLcbacba         (1.28)

де baL  . Рівність (1.22) можлива у таких випадках:
а) хоча б один з векторів є нульовий вектор, але тоді усі вектори компла-

нарні;
б)   0sin , 


ba , тоді a ║b  і виходить cba ,, – компланарні;

в)   0cos , 


cL , тоді сL  , але ж La  , Lb   за означенням векторного
добутку тому cba ,, – компланарні.

1.14.3. Алгебраїчні властивості мішаного добутку

1. Для будь яких векторів cba ,,  слушна рівність    cbacba  .
Доведення
Виходячи з геометричного змісту мішаного добутку, маємо
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    acbcba  .

Обидві трійки векторів cba ,,  та acb ,,  правоорієнтовані, тому
    acbcba  .

Але тоді у відповідності із перестановочною властивістю скалярного до-
бутку слушна рівність    cbacba  .

2. Розподільна відносно сум векторів властивість.
Для будь-яких векторів dcba ,,,  слушна рівність:

       dcbdcadcba  .
3. Сполучна відносно скалярного множника властивість:

     cbacba 

1.15. Мішаний добуток векторів, який виражається через координати
векторів множників

Теорема. Якщо вектори cba ,,  задані декартовими координатами
     ,,,,,,,,, zyxzyxzyx ccccbbbbaaaa   то змішаний добуток векторів знахо-

диться за формулою

  .

zyx

zyx

zyx

ccc
bbb
aaa

cba      (1.29)

Доведення.

Відомо, що ,;;













yx
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xz
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zy
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baL тоді,    cLcba

   

 

zyx

zyx

zyx

zxyzyxyzxyxzxyzxzyxyyxz

zxxzyyzzyx
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zy
x

ccc
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c
bb
aa

c







1.16. Застосування мішаного добутку векторів у геометрії

Теорема. Для того, щоб три вектори  були компланарні необхідно та до-
статньо, щоб визначник, складений з їх координат, дорівнював нулю.
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1. Необхідність. Нехай вектори cba ,, – компланарні  ;;; zyx aaaa 

   zyxzyx ccccbbbb ;;;;;  .
Довести:

0

zyx

zyx

zyx

ccc
bbb
aaa

.

Доведення.
За умовою cba ,, – компланарні вектори, виходить,   0 cba , але тоді

0

zyx

zyx

zyx

ccc
bbb
aaa

.

2. Достатність. Дано:

0

zyx

zyx

zyx

ccc
bbb
aaa

.

Довести, що cba ,, – компланарні. За умовою   0 cba , значить, cba ,,
– компланарні.

Висновок. Для того, щоб три вектори були лінійно залежними, необхідно
та достатньо, щоб визначник, складений із їх координат, дорівнював нулю.

Об’єм паралелепіпеда побудованого на векторах  ;;; zyx aaaa 

 ;;; zyx bbbb   zyx cccc ;; , які мають спільний початок, як на сторонах, зна-
ходиться за формулою:

zyx

zyx

zyx

ccc
bbb
aaa

V  .                                   (1.30)

Об’єм тетраедра, побудованого на векторах  ;;; zyx aaaa 
 ;;; zyx bbbb   zyx cccc ;; , які мають спільний початок, як на сторонах, зна-

ходиться за формулою:

zyx

zyx

zyx

ccc
bbb
aaa

V
6
1

 .                      (1.31)
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Приклад 5. Задані вектори  ;2;4;1 a  ;3;5;3 b  1;7;2 c .
Знайти:
1.    aba 2 .
2.    bab 3 .
3.       cbba 423  .

Розв’язання
1. Знайдемо вектори a2 та ab  .

 4;8;22 a ;  5;9;2  ab .
Тоді,         885498222  aba .
2. Знайдемо вектори b3  та ba  .

   1;1;4;9;15;93  bab .

     51;27;6
114
91593 



kji

bab .

3. Знайдемо вектори a3 , b2 , cb 4 .
     .7;33;114,6;10;62,6;12;33  cbba

       3336
73311
6106

6123
423 





 cbba .
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2. МЕТОДИЧНІ ВКАЗІВКИ ДО РОЗВЯЗАННЯ ЗАДАЧ
ТА ЗАДАЧІ ДЛЯ САМОСТІЙНОГО РОЗВЯЗАННЯ

2.1. Загальні поняття векторної алгебри

Приклад 1
На точку діють три сили:  ,0;5;11 F  ,5;0;42 F  7;;1;23 F .
Знайти рівнодіючу цих сил.
Розв’язання
Нехай R – рівнодіюча, тоді  zyx RRRFFFR ;;321  .

12750;4105;1241  zyx RRR .

Значить,  12;4;1 R .

Приклад 2
Знайти координати вектора AB , якщо задані точки A(1;4;5); B(-2;3;7).
Розв’язання
Для того, щоб знайти координати вектора, потрібно від координат кінця

відняти відповідні координати початку вектора.
  }2;1;3{57;43;12 AB .

Приклад 3
Дани координати вектора  3;5;4 EF , також відомі координати точки

E(2; 1; 5). Визначити координати точки F.
Розв’язання
4 = Xf – Xe; 4 = Yf – Ye; 4 = Zf – Ze;
4 = Xf – 2; 5 = Yf – 1; -3 = Zf – 5.
Виходить, F = {6; 6; 2}.

Приклад 4
Дані вершини трикутника ABC: A (8; 5; 6); B(2; 3; 3); C(4; 2; 6). Знайти

довжину ламаної ВАC.
Розв’язання
Довжина ламаної ВAC складається із суми довжин відрізків BA та AC.

Скористаємося формулою відстані між двома точками.

.1257
;5250916)66()52()84(

;7499436)63()53()82(
222

222







ACBA
AC

BA
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Приклад 5
Дані вектори  4;1;5a  та  5;1;2 b . Знайти вектор bac 24  .
Розв’язання
Відомо, що лінійні операції над векторами переносяться на їх координа-

ти:
   

   .6;6;161016);2(4;420

;10;2;42;16;4;204;24





c
babaс

Приклад 6
Серед векторів  4;1;5 a ,  3;1;5 b  та  16;4;20 c  знайти колі-

неарні.
Розв’язання
Якщо вектори колінеарні, то їх координати пропорційні. Перевіримо ко-

лінеарність векторів a  та b .

3
4

1
4

5
5




 .

Значить, вектори не колинеарні.
Далі перевіримо колінеарність векторів a  і c .

4
1

16
4

4
1

20
5










.

Значить вектори a  та c  колінеарні.

Приклад 7
Знайти такі значення   та   при яких колінеарні вектори kjia 53 

та kjib  427 .
Розв’язання
Вектори a  та b  задані у вигляді  5;3;a  та   ;42;7b . Для того,

щоб вектори були колінеарні, повинна виконуватись рівність:








 5

42
3

7
.

Із відношення
42
3

7 



  знаходимо

2
1

42
)3(7





 . Тоді знаходимо .





 5
42
3 , 70

3
542





 .

Приклад 8
Чи може вектор утворювати з вісями OX, OY, OZ кути, що дорівнюють

відповідно  90;45;30 ?
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Розв’язання

Знаходимо направляючі косинуси: ;
2
245cos;

2
330cos   090cos  .

Перевіряємо, чи виконується основна властивість направляючих косинусів

  1
4
50

4
2

4
30

2
2

2
3 2

22


















.

Значить, вектора який з висями координат утворює задані кути, не існує.

Приклад 9
Надані вектори        11;4;3;2;1;2;1;0;1;7;5;1  dcba . Покла-

даючи, що вектори cba ,,  утворюють базис, знайти координати d  у базисі
cba ,, .

Розв’язання
Якщо cba ,, – базисні вектори, то існують такі числа 321 ,,  ,що слушна

рівність:
cbad 321  .

Залежність між векторами розповсюджується на їх координати
 

 











.21711
;1054

;2113

321

321

321

Розв’яжемо отриману систему лінійних алгебраїчних рівнянь за допомо-
гою правила Крамера

.8
1117
405
311

;16
2117

145
231

;8
2111

104
213

;8
217

105
211

321 


















.1
8

8;2
8

16;1
8
8

321 












Таким чином,
cbad  2 .

2.2. Задачі для самостійного розв’язання

1. По заданим векторам a  та b  побудувати вектори:

a) ba 2 ;
b) ba  2 ;

c) ba 3 ;

d) ba 3
3
1

 ;

e) ab 23  ;

f) ab 4
4
1

 .
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2. Знайти проекцію вектора a  на вісь OX , якщо відомі модуль a  та
кут   нахилу до вісі OX :

a) ;
3

;4 
a b) ;

4
;6 

a

c) ;
6

5;5 
a d) .

6
;9 

a

3. Зобразити у прямокутній декартовій системі координат на пло-
щині вектори, що виходять з початку координат, якщо відомі їх координа-
ти

1. x = 2; y = 3; 2. x = -2; y = 4;
3. x = 4; y = -3; 4. x = -1; y = -5.

4. Знайти координат векторів AB  та BA .
a) A (1;4;0); B (5;1;3);
b) A (-1;0;-2); B (1;2;3);
c) A (7;11;-12); B (4;5;7).

5. Знайти координати точки B, якщо відомі координати вектора AB
та його початок:

a)    1;2;7;3;1;4 AAB  ;
b)    5;2;7;7;2;5 AAB  ;
c)    0;4;1;7;2;5 AAB  .

6. Знайти модуль вектора AB , якщо:
a) };2;1;3{AB
b) };1;0;4{ BA
c) A(7;1;11); B(2;5;4);
d) A(3;1;8); B(-1;-11;-1).

7. Дано модуль вектора a  та його кути з вісями координат. Знайти
координати вектора a .

a) ;120;60;45;2  a

b) ;
3

2;
3

;
4

3;4 






a

c)
2

;
4

;
4

3;
3
1 







a ;
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d)
4

3;
2

;
4

;3 






a .

8. Знайти направляючі косинуси вектора
a) a  = {1;3;-1};

b) ;
2
1;

3
1;2







a

c) a  = {5;-5;1};
d) a  = {-1;4;5}.

9. Знайти координати вектора a , якщо:
a)    2;0;1;2;7;1;34  cbcba ;

b)    7;1;2;5;0;1;
2
12  cbcba ;

c)      2;0;1;7;1;2;5;0;1;32  dcbdcba ;
d)    7;1;2;0;2;1;99  cbcba .

10. Перевірити, чи колінеарні вектори a  та b
a)    12;21;3;4;7;1  ba ;
b)    9;8;4;5;4;2  ba ;
c)    12;10;1;6;5;0  ba ;
d)    1;1;2;0;1;2  ba ?

11. Перевірити, чи можуть точки A, B, C, D бути вершинами трапе-
ції

a) А (1;4;5); B (3;7;5); C (9;8;5); D (13;14;5);
b) A (8;3;7); B (9;4;0); C (5;1;8); D (16;4;5);
c) A (5;-1;0); B (3;5;2); C (1;2;3); D (-9;28;13)?

12. Визначити при яких   та   вектора a  та b колінеарні.

a)
.96

;43

kjib
kjia




b)

.357

;87

kjib
kjia




13. Дані точки A (-1;5;-10), B (5;-7;8), C (2;2;-7) та D (5;-4;2). Переві-
рити, чи колінеарні вектори AB  та CD ? З’ясувати, який із них довший та
у скільки разів, співнапрямлені вектори чи протилежно напрямлені?
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14. Надані вектори  8;5;3 a  та  4;1;1 b . Знайти модулі век-
торів .5;3;; bfaebadbac 

15. Вектори  4;6;2 AB  та  2;2;4 AC  співпадають зі сторона-
ми трикутника ABC. Визначити координати векторів, прикладених до ве-
ршин трикутника і співпадаючих з його медіанами AM, BN, CP.

16. Знайти розкладання вектора }5;1{ d  по базисним векторам
}5;4{},7;3{  ba .

17. Знайти розкладання d  по базису,  утвореному векторами cba ,, .

a)

}.4;1;9{

};3;1;2{

};4;0;1{

};0;4;1{









d
c
b
a

    b)

}.8;6;16{

};1;7;2{

};5;1;3{

};5;7;2{









d
c
b
a

c)

}.5;6;11{

};3;1;2{

};2;1;1{

};1;2;3{









d
c
b
a

2.3. Скалярний, векторний, мішаний добутки векторів

Приклад 1
Знайти скалярний добуток векторів a  та b , знаючи що

a)  
3

,;3;2 
 baba ;

b)   qpbqpaqpqp 24;32;
3

,;1;1 




Розв’язання

a) 3
2
132

3
cos32 






 ba

b)      qqqppqppqpqpba 641282432

26
2
14

2
11286

3
cos4

3
cos128

22






 qqppqp .

Приклад 2
Знайти скалярний добуток векторів, знаючи що
a) }3;1;0{};2;3;4{  ba ;
b) qpbqpaqp 54;32};2;5;0{};1;1;5{  .
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Розв’язання
a)   3321304 ba ;
b)      qqqppqppqpqpba 15101285432

       

   .23329157227825015

215105211581528
222

22222



 qqpp

Приклад 3
Дано чотири сили:

}2;1;2{},3;4;1{},1;5;3{},2;3;4{ 4321  FFFF , які прикладені
у одній точці. Обчислити роботу рівнодіючої цих сил, якщо точка прикла-
дання її, двигаючись прямолінійно, пересувається з початку координат у
точку M(3;-2;1).

Розв’язання
Визначимо рівнодіючу сил 4321 ,,, FFFF .

}6;5;4{}2312;1453;2134{ R .
Роботу А, яку виконує сила R  по переміщенню точки вздовж векто-

ра }1;2;3{ OM , знайдемо за формулою
  8162534  OMRA .

Приклад 4
Визначити, при якому значені   вектори kjia 194   та

kjib  223   будуть перпендикулярні.
Розв’язання
З умови перпендикулярності векторів маємо:

    .4;8822;0192243 

Приклад 5
Знайти модуль векторного добутку векторів a  та b , знаючи що:

a)   ;
6

,;4;5 
 baba

b)   .23;2;
4

,;7;2 qpbqpaqpqp 




Розв’язання

a) 10
2
145

6
sin45 


 ba ;

b)      qqqppqppqpqpba 2436232
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.249
4

sin727702706 


 qpqp

Приклад 6
Знайти векторний добуток векторів ba  та ab , а також їх модулі,

якщо
a) };5;0;4{};1;2;3{  ba
b) qpbqpaqp  5;23};4;1;0{};7;1;2{ .
Розв’язання

a) kji
kj

ba 81910
504

123 





 .

Значить,
kjiab 81910  ; 2252581910 222  abba ,9.

b)      qqqppqppqpqpba 231015523

  .26104143281113

410
712131302013015

kjikji

kji
qpqp








Значить,
kjiab 26104143  .

       
.7,1787,13131891346412113

28111326104143 222222



 ba

Приклад 7
Обчислити засобами векторної алгебри синус та косинус кута   між

векторами  1;2;2 a  і  6;3;2b .
Розв’язання

;101015
632
122

;cos;sin

kji
kji

ba

ba
ba

ba

ba











39

 

.
21
4cos;

21
425sin

;4613222

;73694;3144;425100100225







ba

baba

Перевіримо правильність розрахунків, використовуючи основну
тригонометричну тотожність.

1
441
441

21
16425

21
4

21
425

2

22



















.

Приклад 8
Дано точки M1(2; -1; 1), M2(5; 5; 4), M3(3; 2; -1) та M4(4; 1; 3). Пере-

вірити, чи належать ці точки одній площині та у разі заперечної відповіді
знайти:

1) площину трикутника M1M2M3;
2) довжину висоти 321 MMM , яка опущена з вершини 1M  на сто-

рону 32MM ;
3) об’єм тетраедра, що побудований на векторах ,, 3121 MMMM

41MM , як на сторонах;
4) довжину висоти тетраедра, яка опущена з вершини M4 на основу

M1M2M3.
Розв’язання
Якщо точки M1, M2, M3, M4 належать одній площині, то вектори

314121 ,, MMMMMM  компланарні, визначник складений з їх координат
дорівнює 0.

}.2;2;2{};2;3;1{};3;6;3{ 413121  MMMMMM

018
222
231

363


Значить, вектори не компланарні.
1) Трикутник M1M2M3 побудований на векторах 21MM  та 31MM , як

на сторонах (рис. 2.1).
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 .ед.кв.5,11

;235313921

;3921
231

363

};2;3;1{};3;6;3{

;
2
1

321

321

222
3121

3121

3121

3121


















MMM

MMM

S

MMMM

kji
kji

MMMM

MMMM

MMMMS

2) Нехай М1Е – висота трикутника, що опущена на сторону М2М3.

3212
1

321
MMEMS MMM  .

Звідси,

32
1

321
2

MM
S

EM MMM ; };5;3;2{; 323232  MMMMMM

.4,7
2,6

23;2,6382594 3232  MMMM

3) Об’єм піраміди визначаємо за допомогою мішаного добутка.

 

  .3
6
1

;18
222
231

363
};2;2;2{

413121

413121

41







MMMMMMV

MMMMMM

MM

пір

4) Нехай OM 4 – висота піраміди

.8,0
5,11
33;

3
;

3
1

444
321

321






 OM

S
V

OMOMSV
MMM

пир
MMMпір

Задачі для самостійного розв’язання
1. Знайти ba  , якщо:

a)  
4

,;3;4 
 baba ; с)  

3
,;2;1 

 baba ;

b)  
2

,;5;8 
 baba ; d)   .

3
2,;3;2 

 baba .

М4

М1 М3

О

М2

Е

Рисунок 2.1
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2. Знайти ba  , якщо:
a) }5;4;1{};1;2;1{  ba ; b) }5;7;2{};8;3;7{  ba .

3. Знайти ba  , якщо:
a) ;8a 9пр ba ; b) ;7b .11пр ab

4. Перевірити, чи перпендикулярні вектори a  та b , якщо:
a) }9;7;1{};2;3;4{  ba ; b) }6;9;3{};2;2;2{  ba ;

c) }.4;3;3{};3;1;5{  ba

5. При якому значенні   вектори a  та b  перпендикулярні, якщо:
а) };;1;2{};5;5;2{  ba  b) }3;;2{};5;5;5{  ba ;

c) }5;2;7{};2;2;{  ba .

6. Знайти внутрішні кути трикутника ABC, визначити тип трикутни-
ка, якщо:

a) A(1;2;1); B(3;-1;7); C(7;4;-2);
b) A(-1;-2;4); B(-4;-2;0); C(3;-2;1).

7. Знайти роботу, яку виконує сила F  по переміщеню матеріальної
точки вздовж вектора S , якщо:

a) };1;11;9{};7;5;1{  SF  b) }.6;7;5{};9;0;1{  SF

8. Відомі вершини трикутника A(2;3;-5); B(-1;4;-6); C(5;-3;1). Знайти
площу трикутника та довжину висоти, що опущена з вершини B на сторо-
ну AC.

9. Знайти площу ABC , об’єм піраміди ABCD , довжину висоти
AE  трикутника ABC  та довжину висоти DO  піраміди ABCD , якщо

a) A(1;0;-1); B(4;1;-4); C(-3;1;0); D(2;1;0);
b) A(0;0;l); B(2;1;0); C(-3;3;3); D(1;4;2);
c) A(1;-1;2); B(1;2;3); C(1;-4;2); D(1;5;0);
d) A(1;7;0); B(-2;2;2); C(3;-3;3); D(0;0;1).

10. Перевірити, чи компланарні вектора:
a) };11;9;1{};3;1;1{};1;3;2{  cba
b) }2;1;3{};2;1;2{};1;2;3{  cba ;
c) }9;7;8{};7;3;0{};1;5;4{  cba .
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11. Знайти об’єм паралелепіпеда та об’єм трикутної призми пірамі-
ди, які побудовані на векторах cba ,,  зі спільним початком:

a) }7;3;1{};6;3;1{};5;3;1{  cba ;
b) }1;0;1{};2;1;4{};1;5;2{  cba ;
c) };5;2;3{};0;1;2{};4;0;1{  cba
d) }.5;7;3{};4;1;2{};1;0;4{  cba

12. Знайти синус та косинус кута, що утворений векторами
}6;3;2{};1;2;2{  ba .

13. При якому значені   компланарні вектори:
  };14;1{};0;4;3{;1;5;  cba ?

14. Дані вектори }.5;0;4{};2;3;1{};3;2;1{  cba  Знайти:
      .;; bacacbcba   Порівняти результати.

15. Дані вектори }.2;2;0{};4;1;3{};2;0;1{  cba  Знайти:
     abccabcba  ;; . Порівняти результати.


